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Conputeralgebrasysteme im mathematischen Begriffsbildungsprozess

In der Diskussion lber den Einsatz von Rechnern im MU wird als
wesentliche Verdnderung immer wieder deren Rolle als Kalkllpro-
zessor betont. Vergegenwdrtigt man sich die Kalkiiliberfrachtung in
der Praxis des MU, so wird deutlich, welche schlimme Situation
entstehen kann, wenn dieser Rest an Mathematik dann auch noch dem
Rechner zugewiesen wird.

Daher miissen Uberlegungen im Zusammenhang mit dem Einsatz von
Rechnern im MU weitergehende Ansédtze verfolgen. Didaktische Vor-
schlidge gingen bisher hdufig dahin, im Bereich der Anwendungsma-
thematik unter dem Modellbildungsaspekt kalklilaufwendige Themen
aufzugreifen, die ohne Rechner kaum zu behandeln wéren.

Weniger beachtet wurde, daB es in zentralen Feldern der Didaktik,
wie etwa im Bereich des mathematischen Begriffslernens, dem m. E.
ohnehin nicht die notwendige Aufmerksamkeit geschenkt wird, eben-
falls vielfdltige Einsatzmodglichkeiten fir Rechner gibt. Dies gilt
umso mehr, als die reine Kalklilmathematik das Potential moderner
Rechner kaum ausgereizt.

Computeralgebrasysteme sind mehr als nur Kalkilwerkzeuge.

Wahrend die Ublichen Schul-Taschenrechner mit ihrer Mdglichkeit
zur numerischen Auswertung von Standardfunktionen und -operationen
durchaus als reine ’‘Rechenknechte’ zu bewerten sind, verflgen Com-
puteralgebarsysteme (CAS) neben ihrer erheblichen Kalkllpotenz
(Termumformungen, Gleichungslésen, Graphiken, Ableiten, Integrie-
ren, Matrizenoperationen, etc.) ilber deutlich weitergehende
Leistungsmerkmale:

a. Der interaktive Wechsel zwischen Symbolverarbeitung (Algebra,
Analysis, ...), Numerischer Mathematik, Graphik und den - mitunter
eingeschrédnkten - Programmiermoglichkeiten von CAS erlaubt das
durchgéngige Arbeiten mit verschiedenen Ausprédgungen mathemati-
scher Begriffe. '

b. CAS werten symbolische Ausdrilicke aus, deren Syntax nach den
Regeln einer formalen Sprache gebildet werden: Man kann also mit
Hilfe eines CAS mathematische Zusammenh@nge beschreiben.

c. CAS erlauben modulares Arbeiten: Man stellt Teile einer ,
Begriffsbildung, eines Ldsungsprozesses, etc. als mbégliches Objekt
im CAS (zum Beispiel als Funktionsausdruck, Term o. &.) dar und
verwendet es in anderen Zusammenhéngen, entwickelt das Objekt
weiter, setzt verschiedene Objekte zusammen und gelangt damit zu
einer hoéheren Stufe im Prozess des mathematischen Arbeitens.
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d. CAS sind stdndiger Dialogpartner beim mathematischen Arbeiten:
Man kann Dokumente erstellen, Dialogsequenzen abspeichern und
spidter weiterarbeiten, Ergebnisse austauschen und zusammenfiigen
etc. Damit stehen also zentrale Vorteile eines informationsverar-
beitenden Systems zur Verfigung. Die Mdglichkeiten koénnte man in
etwa als ’‘mathematische Formal-Textverarbeitung’ beschreiben.

Fazit: Ein CAS ist kein einfaches Kalkililwerkzeug, das man gele-
gentlich verwendet und dann wieder aus der Hand legt, sondern ein
Werkzeugkasten, den man konsequent in das mathematische Arbeiten
einbezieht.

CAS im mathematischen Begriffsbildungsprozess: Die Einfihrung
des Begriffes Differenzierbarkeit.

Der MU lebt von einer Vielzahl von Begriffsbildungen. In den
oberen Klassen der Sek. I und in der Sek. II sind einige von
grundlegender Bedeutung: Funktion, Grenzwert, Differenzierbarkeit,
Integrierbarkeit. Am Beispiel des Begriffes Differenzierbarkeit
sollen im folgenden die Mo6glichkeiten eines CAS (hier: DERIVE) zur
Unterstitzung des Begriffsbildungsprozesses erdrtert werden.

Ich muB voranschicken, daR der folgende Vorschlag voraussetzt, daB
Schiiler im Umgang mit DERIVE hinreichend vertraut sind. Sie missen
insbesondere Funktionsausdriicke als Beschreibungsmittel einsetzen
kénnen, und das modulare Arbeiten mit diesen Objekten muB gelbt
sein. Dies wird in der Regel dann der Fall sein, wenn DERIVE
bereits liber einen Zeitraum von etwa einem halben Jahr konsequent
eingesetzt wurde. Nitzlich ist die Kenntnis rekursiver Ausdricke,
wobei dies aber auch an den notwendigen Stellen erarbeitet werden
kann.

Die im folgenden beigefigten DERIVE-Dialoge sind als Vorlage-
Beispiele gedacht, die im Unterricht in dieser oder &hnlicher Form
selbst erstellt werden sollen. Daher ist in Jjedem Fall, auch wenn
die Schiler im Umgang mit DERIVE gelbt sind, hinreichend Zeit fur
die Arbeit mit dem Rechner vorzusehen. Auf die durchgédngige Dar-
stellung von Ubungsbeispielen wird hier verzichtet.

Unter den verschiedenen analytischen und geometrischen Zugédngen
zum Begriff der Differenzierbarkeit wird hier ein Ansatz gewéhlt,
der den Aspekt der linearen Approximation zugrunde legt.

a. Zum Einstieg in die UE verwendet man DERIVE zundchst als Funk-
tionenmikroskop (vgl. KIRSCH, 1979) und ermittelt den Term der
linearen Funktion, deren Graph den VergroéfBerungsprozess ideali-
siert. Die Untersuchung kann man z. B. an einfachen ganzrationalen
Funktionen vornehmen. An geeigneten Gegenbeispielen kann man die
Frage aufgreifen, ob es stets gelingen kann, 2zu einer linearen
Approximation an einer gegebenen Stelle zu kommen.
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b. Es schlieBt sich die Konstruktion der DERIVE-Funktionen
SEKANTEN_TERM(x, x1, x0) und TANGENTEN_TERM(x, x0) an. Dabei
findet man die erste mit Hilfe der Zweipunkteform der Geradenglei-
chung und die zweite durch Beschreibung des Grenzprozesses nit
Hilfe der Funktion LIM in DERIVE. Das jeweils erste Argument
dieser Funktionsausdricke ermdglicht, die Termvariable frei zu
wadhlen (z. B. a statt x). Man kann ggf. darauf verzichten.

LA “Se kanten—Approxination')
#8: F(x)> := .
#9: SEKANTEN_TERM(x, x1, xB) i= F(x8) + — 1) 7 F&x@ o
xl - x@
#10: F(x) := x2 .
#11: SEXANTEN_TERM(x, 1, 2)
#12: 3-x - 2 i
#£13: “Tangenten-Approximnation'
#14: TANGENTEN_TERM(x, x0) := F(x9) +‘ Tim Fix) - Fx@) ]-(x - x8)>
XX 8 X - x80
#15: “Eine alternative Definition:"
TANGENTEN_TERM(x, x®> :=, lim_ SEKANTEN_TERM(x, x1, x@)
#$16: x1-+x0
#17: F{(x)> := SIN(x)
$18:. TANGENTEN_TERM(x, &)
#19: x

c. Man muf noch Uberlegen, wie gut diese lineare Approximationen
(durch Sekante bzw. Tangente) ist, und ob es noch bessere gibt.
Zur Ubung kann man die Glite der entwickelten linearen Approxima-
tionen an verschiedenuBeispielen untersuchen: /8.9, sin(0.1.7), o.
&. AnschlieBend betrachtet man die verschiedenen Fehlerfunktionen,
die sich durch eine Sekanten- bzw. Tangentenapproximation ergeben.
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#2222
#23:
#24:

8252

#26:

827 :
#$28:
#$29:
#30:
#31:
#32:
#$33:
#34:
#35:

Lineare Approxinationen zu gegebenen Funktionen'

F(x) := JIx
TANGENTEN_TERM{(x, 9)
x + 9
6
x + 9

APPROXI(x) := 5
APPROXI1(8.9)>
2.98333
F(x) = SIN(x)

TANGENTEN_TERM(x, ©)
x

APPROXI(x) := x
APPROXIC(O.1-w)>
9.314159

-

a2

Ba3:

-y

1 g\\G.S . RE la,s
\\\\\\\\L + /A{/
a. 1 .3

d. Die Schiiller miissen jetzt herausarbeiten, daB der Differenzen-

quotient in der Funktion SEKANTEN_TERM(x, x1,x0) und dessen Grenz-
wert in der Funktion TANGENTEN_TERM(x, x0) entscheidenden EinfluB
auf die Ergebnisse hat. Man kommt damit zu den wichtigen Begriffen
mittlere und lokale Anderungsrate, sowie der Ableitung einer Funk-
tion an einer Stelle.

#53:
#5494 :
#$55:
#56:

#57:
#58:

#59:
#60:
#61:
#62:

#63:

#64:

#65:

Fdx1) - F{(x@)

DIFFQUOT(x 1 f) =
xte X x1 - x©

DIFFQUOT(Ca, 1)

2

a + a + 1

MITTL_HND_RATE(x1, x8) := DIFFQUOT{(x1l, x8)
LOK_AND_RATE(x8)> := xiiga MITTL_AND_RATE(x1l, x0)

LOK_AND_RATE(2)
12
ABLEITUNG(xB) := LOK_AND_RATE(x8®)

1 e e
= A
ABLEITUNGCa)

8.5
1.5
a

F(x> = -
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e. Als weitere Ubung - auch zur Vertiefung des Approximationsge-
dankens -~ bietet sich die Erarbeitung des NEWTON-Verfahrens an,
das rekursiv formuliert werden kann.

s$7e 3
#71: F(x)> =
#72: "Tangenten—-Tern an der Stelle x8:"

#73: TANGENTEN_TERM(x, xB) = @
#74: "Auflosen nach x"

- xo F(x8)
g7s: =~ % F(x) - F(x@>
Tim
x — x8
NEU(x®)> := x® Fxa)
#76: ¥92 = x - F(x)> - F(xB>
1im
x+x6 x - x0
#77. "Rekursive Iteration:"
-
#78: F(x)>» = x - a
#79: NEHUTON(xB, €)> = IFC(INEU(x8B)> - xB8] < €, x8, NEMTON(NEU(x®), €)>)>

#80: NEMHTONC(1l, B6.00081)
#81: 1.41421

f. Die Erarbeitung des Begriffes der Ableitungsfunktion schlieft
sich an, und die Schiiler lernen die DERIVE-Funktion DIF kennen,
die Ableitungsterme bestimmt. DERIVE vereinfacht Ausdriicke wie z.
B. DIF(x*2, x) zum Term 2x, wobei der Ausdruck beim Editieren in
die Differentialschreibweise umgewandelt wird. Es stellt sich die
Frage, ob und wie man eine solche Funktion selbst konstruieren
kann. Dies geschieht mit Hilfe der Funktion FW(t, x, x0), die zu
einem Funktionsterm t in der Varibalen x den Funktionswert an der
Stelle x0 bestimmt. Dadurch wird es méglich, beliebige Terme als
Argumente einer Funktion zuzulassen, was ja bei der Funktion DIF
notwendig ist. HOhere Ableitungen kénnen mit Hilfe eines rekursi-
ven DERIVE-Ausdruckes bestimmt werden.

CEESREE Ghleltungsfunktion |

#86: " Hilfsfunktion FH{t , x,x8)*"
FUM(t, x, x0> 1= 1in_ t
#87: x-+x8

2
#89: FUWdx , x, 4>

#98: 16
#91: "Die Ableitung der Funktion nit dem Term t in der Variablen x an der Stelle a**
FUW(t, x, x1> — FWH(t, x, x8)>
#92: DIFFRUOT(t, x, x1, xB) :@:=
‘ x1 - x8
. . .. lim_ DIFFQUOTC(t, x, x1, x8)
#93: x1+x8
$94: nBLEITUNG(xz, X, ad
#95: 2-a
#96:. ABLEITUNGSFUNKTIONC(t, x> != ABLEITUNG(t, x, x)
#97: RBLEITUNGSFUNRTION(XZ, x )
#98: 2-x
$99: "Nachbildung der DERIUVE~Funktion DIF"
#1080 :DIF1C(t, x> (= ABLEITUNGSFUNKTION(t, x>

#1001 :DIF1(SIN(x), x>
#1802 :C0OS(x)
#1603 :""Hohere Ableitungen bestimmt nit Hilfe eines rekursiven Ausdruckes'

#1884 :DIF_N(t, x, nd) = IF(n = 8, FUCt, x, x>, DIF_N(DIF1{t, x, x), x, n - 1)

2
#1005 :DIF_NC(x , x, 2)
#$106:2
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g. Es ist leicht méglich, die Funktionen SEKANTEN_TERM und
TANGENTEN_TERM mit Hilfe von FW so erweitern, daf der Funktions-
term als weiteres Argument einbezogen ist. Wegen des hdheren
Anforderungsniveaus wurde in der Einstiegsphase zundchst noch
darauf verzichtet. Entsprechend kann die Funktion NEWTON erwei-
tert werden.

$187:
#1088 :" als weiterem Argunent'
FlCt, x, x1)> - FUt, x, x8)

#1989 :SEKANTEN_TERM(t, x, x1, xB8> := FW(t, x, x8)> + 1 ~ %0 -{x - x@)

TANGENTEN_TERM(t, x, x8) := FHL(t, x, x8) + 1lin SEKANTEN_TERM(t, x, x1, x8)
$£118: x1-+x0
$#111: TANGENTEN_TERM(SIN(x)>, x, &)
$112:x
#113 :“Erginzung: NEWTON-Uerfahren nit denm Funktionstern t*
#$114:" als weiteremn Argument'

FHCt, x, xB8)
#1195 :NEUCt, xB)> = x8 -
ABLEITUNG(t, x, x80)

#116 :NEMTONCt, xB8, €)Y := IFCINEUCt, xB> - xB] < €, x8, NEWTON(E, NEUC(tL, xB8), €))

2
#117 :NEWTONCx - 2, 1, 8.801)>
$118:1.41421

h. In leistungsfidhigeren Lerngruppen oder mit interessierten Schi-
lern kann man den Gedanken der Approximation noch weiterfidhren,
indem man z. B. versucht, quadratische oder kubische Approximatio-
nen zu einer Funktion f zu finden, bei denen die Funktionswerte
und die Ableitungen an einer gegebenen Stelle x0 Ubereinstimmen.
Man kommt also zur TAYLOR-Entwicklung. Eine vertiefende Behandlung
mit analytischer Herleitung und allgemeiner Fehlerabsch&dtzung ist
an dieser Stelle noch nicht méglich, sollte aber zu einem spéteren
Zeitpunkt (im Rahmen der Integralrechnung) erfolgen (vgl. BARZEL,
1992).

#123:"Stelle xB in Funktionswert und in n Ableitungen nit einer gegebenen Funktion F*
#1224 “iubevreinstinnt .**

#125:"Hilfsfunktion: ABL_N(t,x,xB8,n) liefert dewn Wert der n-ten Ableitung zur Funktion
#126:"nit dem Termn t in der Variablen x an der STelle xB*

#8127 :ABL_NCt, x, x®, n) = ru[[é;]“ t, x, xa]

#1268 :"Man kann z.B. nit n=3 und xB8=8 begimmen. Zu den 4 Bastimnungsgleichungen kamm
$129 :"versucht warden, ein Polunon 3. Grades zu finden."

#130:P(x)> = a-x3 + b-x2 + c-x + d

#131:F(x) = SIN(x)

#132:"Die Bestimmunasgleichungen:®

#$133:P<A> = F(B>

#134:ABL_N(P(x)>, x, 8, 1> = ABL_N(F<(x>, x, B, 1>

#$135 ABL_N(P(x>, x, 6, 2 ABL_N(F(x>, x, @, 2)

#136 :ABL_N(P(x)>, x, O, 3> = RBL;N(F(X), x, 8, 3>

#137:PCB) = FCA), ABL_NC(P(x), x, 8, 1> = ABL _N(F(x), x, 8, 1), ABL_N(P(x), x, 8, 2) = ABL

1 a] .:]

#138:[& = - < h =98, c¢c =1, & =
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i. SchlieBl%ch missen die wichtigsten Ableitungsregeln und die
zentralen Satze der Analysis behandelt werden. DERIVE wird in
dieser Phase ein wichtiges Hilfsmittel zum Entdecken von Zusam-

menhdngen sowie zumGenerieren%fUntersuchung undﬁ@estétigen von
Vermutungen sein.

#1390
#1490 ;"""
#1411
#1492 F(x> =
$143:G(x)Y 1=

o
H$144 e (Fiw)d + Glx)d)D
dx

d d
#145:— F(x) + — G(x)
dx dx

d
#146:— (F(x)-G(x))
dx

d d
#147:G(x)-— F(x) + F({x)-— G(x)
dx dx

d F(x)
$148 ! — ———
dx G(x)
d ood
G(x)-— F(x) - F(x).-— G{(x>
dx dx

#149:

2
G(x)

E3Y M 'E1in tehlversuch:
d

#168:— F(G(x))
dx

a
. Y < FcE1>
s169'[1: Gex] a3 a o1

#1700 Ersetze f(x)> durch konkrete Termne:*

d 2
$171:— G(x)
dx

d
$172:2-G(x)-— G(x)
dx
d
#$173:— SIN(G(x))
dx

d
#174:COS(G(x)) phrved G(x)

#175:5 :
‘dx  G(x)
d
—_ G(x)
X
$176: -

2
G(x)
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Erfahrungen mit der Umsetzung des Konzeptes

Das vorgestellte Konzept entstand aus den Erfahrungen in mehreren
Elnfuhrungskursen Analysis in der Jahrgangsstufe 11. (vgl. auch
KOHLER, 1990). In der vorliegenden Form soll es erst im Schuljahr
1995/96 erprobt werden. Der Vorschlag wurde insbesondere aus der
Uberzeugung heraus entwickelt, daB es wenig Sinn macht, Differen-
zierbarkeit ohne DERIVE elnzufuhren und dann erst Ableltungen mit
DERIVE bestimmen.

Als Vorteile des Ansatzes sehe ich, daB die verschiedenen-
Begriffe, die man lblicherweise im Zusammenhang mit Differenzier-
barkeit verwendet, vom Schiiler selbst ganz konkret als DERIVE-
Funktion modelllert werden missen. Dies erfordert m. E. eine
intensivere und tiefergehende Auseinandersetzung mit der Begriffs-
bildung als dies normalerweise der Fall ist.

Man hat bei der Umsetzung dieser und &hnlicher Konzepte insgesanmt
mit einer Reihe Problemen zu ké&mpfen, die letztlich in der etab-
lierten Lehr- und Lernkultur des Faches Mathematik begriindet sind.

Zundchst muB ein solches Konzept in bestehende Curricula eingebun-
den sein, und das verlangt, daf die anderen FPachlehrkrafte der
Schule zur Kooperation bereit sind.

Der Arbeitsaufwand ist im Moment hoch einzuschétzen, weil es bis-
lang nur wenige Materialien gibt. Hier ist noch viel Pionierarbeit
zu leisten.

Nach wie vor ist es problematisch, geeignete Rahmenbedingungen zu
schaffen, denn hdufig wird der Rechnereinsatz zum "Wandertag Com-
puterraum" Bis sich portable Systeme wie etwa der flr den Herbst
1995 angekiindigte Taschencomputer TI-92, auf dem DERIVE fest im-
plementiert ist, etabliert haben werden, wird wohl noch einige
Zeit vergehen. Fur die erfolgreiche Umsetzung von Unterrichtsvor-
schlédgen wie dem hier vorgestellten ist es wichtig, daR allen
Schiilern méglichst durchgéngig ein CAS zur Verfligung steht.

Es hat sich gezeigt, daB die Anforderungen fir die Schiller stei-
gen, man muf also hinreichend Zeit fur Ubungen und Vertiefungen
vorsehen. Die Gefahr, daB man zu schnell vorgeht, ist nicht zu
unterschédtzen, zumal sich bei Schiilern durchaus Angste entwickeln,
man misse Mathematik mit und ohne DERIVE beherrschen.

Durch den Einsatz von Rechnern kommen neue Verfahren und Arbeits-
techniken hinzu, die der Ebene der Fertigkeiten zuzurechnen sind.
Insbesondere wird auch der Kalkiulvorrat der Schiiler sicherlich
steigen. Es wilirde aber nur wenig Sinn machen, wenn sich der Unter-
richt weitgehend auf dieser Ebene bewegte. Vielmehr miissen kinf-
tige Curricula diese hoéhere Vielfalt angemessen aufarbeiten und
begriffliche Zusammenhidnge hervorheben und deutlich machen.

Zusammenfassend 148t sich sagen, daB begrifflich orientierte An-
sdtze des Einsatzes von CAS im MU durchaus erfolgversprechend
sind, wenn man die beschriebenen Gefahren sieht und bericksich-
tigt. Die bislang vorliegenden und im Rahmen der verschiedenen
DERIVE-Tagungen - insbesondere in Krems(Ostreich) 1922 und 1993
(vgl. BOHM, 1992 sowie HEUGL und KUTZLER, 1%?4) diskutierten Er-
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fahrungen zeigen, daB man auf einem verniinftigen Wege ist, auch
wenn noch mancherlei Schwierigkeitznzu meistern sind.

Wenn man sowohl den Rechnereinsatz und als auch eine Verminderung
der Kalkiilorientierung will, miissen, um den origindren Zielen des
MU gerecht zu werden, begriffsorientierte Ansétze stédrker in den
Vordergrund treten.
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