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Karl-Heinz Keunecke, Kiel

Differentialgleichungen im Physikunterricht ?
Vortragsmanuskript

Einleitung

Differentialgleichungen findet man in Physikbtchern der Sekundarstufe 2 héufig nur
im Kleingedruckten oder als Anmerkung fur besonders Interessierte. Dabei ist das
Aufstellen und Lésen von Differentialgleichungen eine der wichtigsten Methoden der
Physik. Es hat schon Griinde, daR diese Methode in der Schule kaum genutzt wird.
Schuler sind bei einer Reihe von Problemen zwar in der Lage die zugehérige Diffe-
rentialgleichungen aufzustellen, doch sie haben keine ausreichenden mathemati-
schen Kenntnisse, um die L&sung zu bestimmen. Selbst bei einer Vorgabe der L6-
sung sind sie haufig nicht in der Lage, diese algebraisch zu handhaben und zu in-
terpretieren. Mit der Einfuhrung von Mathematikprogrammen in der Schule, die sol-
che Lésungen zur Verflgung stellen und auch grafisch veranschaulichen, hat man
nun aber zum ersten Mal die Chance, Differentialgleichungen haufiger im Physikun-
terricht zu behandeln. :

Es ist nun die Frage: Sollen Differentialgleichungen im Physikunterricht auch
wirklich verwendet werden?

Um einen Beitrag zu dieser Fragestellung zu leisten, mdchte ich tber eine Unter-
richtseinheit aus dem Physikunterricht im 11. Jahrgang berichten. Ich habe darin bei
der Behandlung harmonischer Schwingungen das Programm DERIVE zur L&sung
der Differentialgleichungen und bei der Interpretation der Ergebnisse verwendet.

Behandelte Themen

Freie ungeddampfte Schwingungen:
¢ Verlauf der Schwingung y(t) bestimmen und grafisch darstellen
o Nachweisen, daR y(t) Lésung der Differentialgleichung ist
¢ Kreisfrequenz und Schwingungsdauer messen und berechnen
o Einflufd der RichtgréRe D und Masse m auf die Schwingungsdauer untersu-
chen
 Energie der Schwingung bestimmen
Freie geddmpfte Schwingungen ,
e Verlauf der Schwingung y(t) bestimmen und grafisch darstellen
o Einflu der Dampfung auf den Schwingungsveriauf und die auf die
Schwingungsdauer untersuchen
e Energie der Schwingung
¢ Phasendiagramme zeichnen lassen
Erzwungene Schwingungen
e Verlauf der erzwungenen Schwingung y(t) bestimmen und grafisch darstel-
len
e Einschwingvorgange untersuchen
« Die Resonanzierhéhung messen und die Resonanzkurve grafisch dar-
stellen

DERIVE-Funktionen
Um gewdhnliche Differentialgleichungen 2. Ordnung zu l6sen, stellt DERIVE in der
Utility-Datei ODE2.MTH u.a. die Funktionen

DSOLVEZ(p, q, 1, X, €1, C3)

DSOLVEZ_BV(p, q, 1, X, Xo, Yo, X1, Y1)
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DSOLVE2_IV(p, q, 1, X, X, Yo, Vo)

zur Verfugung. Es sind hier die Funktionen notiert, die zur Lésung von Schwin-
gungsproblemen von Bedeutung sind. ( Allgemeine Lésung, Randwerte, Anfangs-
werte.)

Bei Anwendung dieser Funktionen erhalt man im allgemeinen Exponentialfunktion
mit einem komplexen Argumenten als Lésungen. Diese Terme kénnen die Schuler
des 11. Jaahrganges nicht verstehen, weil ihnen die mathematischen Grundlagen
fehlen. In der Schule ist es daher erforderlich zumindestens die periodischen Lé-
sungen durch die bekannten trigonometrischen Funktionen darzustellen. Dies 14t
sich durch Einschrénkung der Definitionsbereiche der Variablen erreichen. ( (3)bis
(7) in der folgenden Tabelle)

Es ist fur Schuler sicher einfacher, wenn Sie nicht die DSOLVE2-Funktionen hand-
haben mlssen, sondern Funktionen zur Verfugung gestellt bekommen, die vom Lgh-
rer direkt auf das zu behandelnde Problem angepalt sind.

Deshalb habe ich die DERIVE-Datei ODE2.MTH um folgende Funktionen und De-

finitionen ergénzt:
(1) Y(t,d,m,a):=DSOLVEZ2_IV(0,d/m,0,t,0,a,0)

(2) YA(t d,m,f,a) :=DSOLVE2 IV(B d/m,0,t,0,a,0)

(3) € Real [0, inf)

(4) € Real (1/10, 1)

(5) : &€ Real (1, 10)

(6) : & Real (0, inf)

(7) & Real [0, 2)

(8) YS(ﬂ t) :=DSOLVE2_1IV(j,100,0,t,0,10,0) *STEP (t)
{9) YE(B,k): —DSOLVE2__IV(B 100,SIN(10*k*t) ,t,0,0,0)

'CPNQ-B('"

Diese Datei wird als Utility-Datei geladen, sodaR die Schuler diese und die anderen
hier nicht gezeigten Funktionen der Datei nicht zu sehen bekommen. Fir Schuler ist
DERIVE mit seinen Funktionen eine Blackbox, von der sie nur Ein- und Ausgang
interessiert und die sie als Werkzeug fur ihre Untersuchungen einsetzen.

Umsetzung im Unterricht

In dieser Unterrichtseinheit habe ich nach einflihrenden Erklarungen den Schilern
Aufgaben auf Arbeitsbégen gestelit, die sie dann jeder flir sich vor dem Rechner 16-
sten. Die Zusammenfassungen und Ergebnisse wurden gemeinsam besprochen und
in die Folien handschriftlich eingetragen.

Ungedampfte Schwingungen
Mit Folie 4 wird den Schulern zunéchst angegeben, mit welcher DERIVE-Funktion
die Lésung der Differentialgleichung fir eine ungedampfte Schwingung

j3+2y =0

erhalten werden kann.

Mit Aufgabe 1 bis 4 von Folie & sollten Schuler erkennen dafl mit der Lésung der
Differentialgleichungen ein Experiment mathematisch volisténdig beschrieben ist.
Sie sollten ferner erkennen, daf mit dieser Methode Simulationen méglich sind.
Solche Simulationen waren dann in den Aufgabe 6 gefordert.

Mit den Aufgaben von Folie 6 sollten die allgemeinen Lsungen der Differentialglei-
chung bestimmt und diskutiert werden.
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Energieerhaltung

Bei meinen Vorbereitungen auf dieses Thema fand ich, dal die Energieerhaltung
auf einfache Weise mathematisch und grafisch demonstriert werden kann. Die
Schiler berechneten zunéachst getrennt die kinetische Energie und die Spannergie
der Feder und bestimmten dann die Gesamtenergie. Rechnung und grafische Dar-
stellung sind aus Folie 8 ersichtlich. Das Schaubild zeigt eindrucksvoll, dafl die Ge-
samtenergie wirklich zu jedem Zeitpunkt konstant ist.

Gedampfte Schwingungen
Mit Folie 9 wird den Schulern die Berechnung der Lésung der Differentialgleichung
far eine gedampfte harmonische Schwingung

. ., D
y+By +—y =0
m

mithilfe der vom Lehrer aufgestellten DERIVE-Funktionen erklért. Neu ist hier die
geschwindigkeitsproportionale Dampfung mit dem Dampfungskoeffizienten 3.

Die Schiler soliten mit den n&chsten Aufgaben von Folie 10 zunéchst Uber die grafi-
schen Darstellungen mit dem Verlauf gedédmpfter Schwingungen vertraut werden.
Folie 11 zeigt mdgliche Ergebnisse der Schulerarbeiten. (Schwingungen mit ver-
schiedenen Dampfungskoeffizienten B.) Es wird sichtbar, daf} von einem bestimm-
ten  an die Dampfung zu stark ist und keine Schwingung mehr auftritt. Dies kann
auch aus den notierten Termen abgelesen werden.

Mit den ndchsten Aufgaben von Folie 12 sollen nun die allgemeinen Formeln fur den
Schwingungsverlauf, die Kreisfrequenz und die Schwingungsdauer hergeleitet wer-
den. Auf dem Bildschirm erhalten die Schler die folgende Lésung

£, ’ 2 ’ ' -
ae 2 (COS(I 4D mB t)""B D Bz sin (_1__ 4d mﬁm ))

Diesen Term zu verstehen, ist nicht ganz einfach, und die Schiler benétigen Hilfe.
Mit Frage 1 sollen zun&chst die Argumente der trigonometrischen Funktionen unter-
sucht und interpretiert werden. Frage 2 soll helfen, den gesamten Lésungsterm zu
verstehen.

An dieser Stelle bietet es sich an, wiederum die Energie des schwingenden Systems
zu betrachten. Das Ergebnis ist in Folie 15 dargestelit.

Es ist an dieser Stelle auch mdéglich die Phasendiagramme der Schwingungen
zeichnen zu lassen, (Folie 16) die in der technischen Schwingungslehre haufig ge-
nutzt werden.

Erzwungene Schwingungen

Auf Folie 17 sehen die Schuler die Differentialgleichung eines schwingungsfahigen
Systems, auf das eine auere Kraft f(t), wirkt. Da hier nur das Resonanzverhalten
untersucht werden soll, habe ich die spezielle Funktion f(¢) =sin(kw ;) vorgegeben.

oo stellt darin die Resonanzfrequenz des Systems dar und k>0 gibt die Abweichung
davon an. Als Anfangswerte werden y(0)=0 und y'(0)=0 vorgegeben.

Die Betrachtung der algebraischen Lésungen ist fir Schiler wenig ergiebig, so dal
sie direkt zu den grafischen Darstellungen ( Folie 19) Gbergehen sollten. Als Bei-
spiel sind dort erzwungene Schwingungen fur 3 verschiedene Anregungsfrequenzen
(k=0.8; 1;.1.2) gezeichnet worden.

Die Auswertungen dieser und weiterer grafischer Darstellungen fithren zu folgenden
Ergebnissen:

1. Nach einer Emschwmgphase schwingt das System mit der Frequenz der Anre-

gung.
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2. Die Dauer des Einschwingvorganges ist umso gréRer, je kleiner die Dampfung ist.
3. Die Amplitude der Schwingung hangt von |e-oo | ab.

Weitere Auswertungen ( Folie 18 ) erlauben nach Messung der Amplituden der
Schwingungen, die Resonanzkurve ( Folie 20) zu zeichnen.

Zusammenfassung |

Am Beispiel der Schwingungsgleichung ist versucht worden zu zeigen, daf es durch
den Einsatz des Programms DERIVE im Physikunterricht in der Oberstufe maglich
ist, Differentialgleichungen zu behandeln, ohne die Schiiler zu Gberfordern. Sie wer-
den nicht mit der Theorie gewshnlicher Differentialgleichungen belastet, sondern der
Lehrer kann, wie gezeigt, fur jede Unterrichtseinheit Funktionen definieren, die dann
Ldsungen fur spezielle Aufgabenstellungen liefern. Die Aufgabe der Schiler besteht
darin, durch Wahl der Parameter Zusammenhénge und Abhangigkeiten herauszu-
finden. Es ist haufig weder erforderlich noch sinnvoll den Lésungsterm algebraisch
zu interpretieren. Die Ergebnisse kénnen in vielen Fallen direkt aus den grafischen
Darstellung abgelesen werden. Die Schuler lernen dadurch auRerdem die Bedeu-
tung von Diffentialgleichungen in der Physik kennen und erfahren, daf3 mit deren
Lésung die Bewegung des betrachteten Schwingers vollstéandig beschrieben ist.

Mit dem Einsatz von DERIVE sollen keineswegs fertige Lésungen geliefert, sondern
nur Werkzeuge bereitgestellt werden, mit denen die Schuler eigene Untersuchungen
durchfUhren kénnen. '

Im Bereich der Hochschulen und Universitaten werden Computer Algebra Systeme
(CAS) wie DERIVE immer haufiger in mathematisch-naturwissenschaftlichen Fa-
chern in der Ausbildung eingesetzt. Auch in der Schule gibt es sicherlich sinnvolie
Anwendungsméglichkeiten. Differentialgleichungen im Physikunterricht ist meiner
Meinung nach eine solche.

Die von mir vorgestellten Anwendungen im Bereich der mechanischen Schwingun-
gen sind sehr unvollstandig. Die Uberlegungen muRten auf weiters Beispiele, insbe-
sondere auf nichtlineare Schwingungen ausgedehnt werden. Derartige Schwingun-
gen kénnten dann wirklich nur mit Programmen wie DERIVE, MAPLE oder MATHE-
MATICA behandelt werden. Das wirde meines Erachtens, um noch einmal auf das
Fragezeichen im Titel meines Vortrages zurtick zu kommen, noch wesentlich besser
den Wert von CAS im Physikunterricht demonstrieren. Nehmen Sie also meine Un-
tersuchungen als einen Anfang.
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Freie, ungedampfte Schwingungen

Die Differentialgleichung einer ungedampften, freien Schwingung lautet

._ D
Y= ﬁy

Hierin ist y die zeitabhangige Auslenkung, m die Masse und D die Richtgrée (z.B.
die Federharte) des schwingungsfahigen Systems.

Die Loésung dieser Differentialgleichung erhalt man durch die DERIVE-
Funktion : .
Wt.d,m,a)

t. Zeitin s;

d: Federhérte in N/m;

m: Masse in kg,

a: Auslenkung in cm oder m zur Zeit t=0.

.
’.’O/LG b
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Aufgaben ( Ungedémpfte Schwingungen 1)

1) Bestimmen Sie von einer schwingenden Feder Masse, Federharte,
Schwingungsdauer und Auslenkung zur Zeit t=0,.

m Gy D=3 K 1= 0900 = A0

2) Rufen Sie die Funktion Y(t,d,m,a) mit den gémessenen Werten fUr m, d und a auf
und notieren Sie die Ldsung. : :
¢)

2

= A0 o2 ( ‘
3) Stellen Sie die Lésung grafisch dar. Messen Sie die Schwingungsdauér!
= 0488

Vergleichen Sie Experiment und Rechnung.

4) Ber~chnen Sie die Auslenkung der Feder zu den Zeiten 0.1s;  7s ... 1s. ‘
11 2y P ew 0,3 S -YAr e 0,8 = 7,08 Cu 0/?: ?/ £ G
012 : £, 33 O ;-8 90k Ol —G, R o Ao V23w

5) Untersuchen Sie was durch den Parameter a bestimmt wird?
v f - ‘. . Se——
A p /& Ldle ol [t v( < f
’ 4] [

6) Untersuchen Sie,wie die Lésung der Differentialgleichung und die
Schwingungsdauer von der Federhérte D und von der Masse m abhangt.

D in N/m y(t) Tins 25

1 0 81 (lT5¢) 2L r

< ‘0 cosg:’. g)) 7o Ve

& 10 os (2o ¢ %_,

2 40 CO(4TFE) o %:.‘_

min kg y(t) Tins o

0,1 40 oo ( 7o &) ec

0,2 <0 (oa( IF &) fic 2k

0,3 . 4s co> ( fHo, +) 24C. 2 3 .
o f A0 coo(glzt-) Fio ZW'E:

Formulieren Sie Ihr Ergebnis: -
T~ L T
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Fole

Aufgaben ( Ungedampfte Schwingungen 2)

1) Rufen Sie y(t,d,m,a) auf und notieren Sie die Lésung
y= & - 8y ( fa .t )
Vi

Weisen Sie nach, daB y(t) eine Lésung der Differentialgleichung

ist. Berechnen Sie dazu y und - 2 y und vergleichen Sie die Terme.
m

2) Berechnen Sie aus dem Argument der trigonometrischen Funktion von y(t) die k«ecs{:leq;,(ew
und die Schwmgungsdauer T der Schwingung.

W= }'% = L7 I—%

Rechnung:

"

2
#24: 8.5-a -d

10 2 1 2
#25: 5 ¥(t, 18, B.1, 19>° + B.S«B.L[..T] ¥Ct, 18, ©.1, m)]

#26: s1:3)

10 2
5 -¥C¢t, 18, 0.1, 10)

827

#28: a.s-o.x-[ﬂ;{]‘l v(t, 10, ©.1, m)]z

2
#29: S00-SINC18-t)

2
#30: 508-C0SC16-t)

2
I¥31: 500 -SINC18- t) + 506-COS(18-t)

608

[

-200

-400

Folie &
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Gedampfte Schwingungen

Die Differentialgleichung einer Schwingung mit einer geschwindigkeits-
proportionalen Dampfung lautet

, . D
y +8y + -y =0

Hierin ist y die zeitabhangige Auslenkuny, m die Masse, D die Richtgréfie (z.B. die
Federharte) und g8 der Dampfungskoeffizient des schwingungsfahigen Systems.

Die Losung dieser Differentialgleichung erhalt man durch die DERIVE-
Funktion

va(t,d.m,3.a).

t: Zeitin s;
d: Federhérte in N/m;
m: Masse in kg,
- B: Dampfungskoeffizient in 1/s
a: Auslenkung in cm oder m zur Zeit t=0.

Fur das Beispiel D=10N/m, m=0.1kg, a=10cm kann zur Vereinfachung die DERIVE-
Funktion
vs(B,1):=y(£,10,0.1,5,10)

gewahit werden.

Zolie §
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Aufgaben ( Geddmpfte Schwingungen 1)

1) Bestimmen Sie die L6sung y,(t) der Differentialgleichung einer ungedampften
Schwingung fur die Parameter

D=10N/m, m=0.1kg, a=10cm.
Bestimmen Sie anschlieRend die Lésung y4(t) der Differentialgleichung einer
gedampften Schwingung fir die Parameter

D=10N/m, m=0.1kg, a=10cm und B=2s".
Notieren Sie die Lésungen.
yt)= A0 €co3 (10 ¢)
vie 40 (O3 (UGT |+ 4 Hiu (4,95 ¢))
Stellen Sie die Terme grafisch dar. ( Linke Grenze 0. )
2) Bestimmen Sie die Lésungenfar =1, 2, 4, 8, 16 5™,
yt= €70 (H0eor 259t ¢ 05 Ay Q.59¢)
yt2)= € = ¢ (Ao com 9ASE ¢ 41 4w 9,954
4 &7 (Mo 48t ¢ 2 M §pE)
yigy= e~ fE (Aocm AL E £ WY 9l 9,2€)
~qt (Ao ey Gt + 33 My 6€)

y(t,16)= £ -
ylegtr A e-35t _ gy . ¢~ B¢

Welcher Term bestimmt die Dampfung ? Welchen Einfluf hat der
Dampfungskoeffizient g ?

Stellen Sie die Funktionsterme grafisch dar. ( Linke Grenze 0. )
Beschreiben Sie den EinfluR der Dampfung.

Folie AQ
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30 14-q2Z : 1A T°@:x speds 940 T: A s x
WX 3a §d3q woslde 333u3

SU0 140 I[1J INUTLT INITADS INIAJ ATISNUAL

e T ==
o . . - @1-1

O ® MO N O N

a3

Folie A1
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Aufgaben ( Gedémpfte Schwingungen 2)

Bestimmen Sie die Lésung der Differentialgleichung einer gedampften Schwingung
fur die Parameter D, m, B und a mit Hilfe der DERIVE-Funktion ya(t,d,m,3,a).

1. Notieren Sie die Argumente der trigonometrischen Funktionen einer gedampften
und einer ungedampften Schwingung in der Tabelle. Betimmen Sie die
Kreisfrequenzen o und die Schwingungsdauern T.

ungedampfte Schwingung gedampfte Schwingung
: i I
y‘ D | 4D -/32'%1
W= — w= — . -

m Q_ ™ ) —

L L '

T=4T / — T= 2L ¥ -
D YD - /"

Welchen Einfiull hat der Dampfungskoeffizient p auf o und T ? . .
) Wctiud Al] G NPTV 2 ﬂa.aupﬁm‘f} o,g | I anrcd 8&0/521

Unter welchen Voraussetzungen sind o bzw. T nur definiert ?

4D >/ S < -&/1)_'
(]
2. Notieren Sie die Lésung y(t), indem Sie o in den trigonometrischen Funktionen
verwenden, A y : /3
=P [that o 2

Um das Zusammenwirken der einzelnen Terme in y(t) zu erkennen, untersuchen Sie
a)cost + ksint fir verschiedene Kk, i
— . . — \ { -
Qar Torut fmu & Lresirkd AT ex¢ R (/w@&_q,&u&g 4%
Yo ucafosclbion  crntr ket = )
il

b) e T far verschiedene B. (s. Aufgaben gedampfte Schwingungen 1)

£z 2/?—482?. e~ %e AN Qi Wewcle é‘){/ooaéué‘o,/- |
&c%l{;’q'é—u. Je 9)-0../5&;/5 aat | 0&-«[0 ravker (of cbus 4@4(

Erklaren Sie den Einflull der einzelnen Terme in y(t).
: A . L e o ,.7_4‘ . —
Ergeuinose. @ &7 YT Aad e ed Q/Q «Z.o:':,g %y, A«(,%//; L (M_OQ
oles- § L i ‘Z«av ; o
(o3 bt - zé— ‘/Z;cz. w € Sl «,M

%)
ik s E CA:/.M%*?' 7/‘71""%
Folie A2
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Folie 45
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Folie A7

Erzwungene Schwingungen

Die Differentialgleichung

. : D. _
y By + -y =S

beschreibt die Reaktion ein schwingungsfahigen Systems auf einer
aufllere Anregung f(t).

Die Losung dieser Differentialgleichung fur das Beispiel D=10N/m, m=0.1kg,
a=10cm und eine Anregung der Form

gl : _|m
@) = asin(ko ) mit o, -J-g .
erhalt man durch die DERIVE-Funktion
ye(B,k)

Darin ist B der frei wahlbare Ddmpfungskoeffizient, w, die Kreisfrequenz
der freien Schwingung und k eine naturliche Zahl, die die Frequenz der
sinoidalen Anregung f(t) bestimmt.

Aufgaben ( Erzwungene Schwingungen )

Bestimmen Sie die Lésungen der Differehtialgleichung
y + By + %y = asin(kwot)
fur =2 und k=0.5; 0.75; 0.9; 1; 1.1; 1.25; 1.5. _ _
Stellen Sie die Lésungen grafisch dar und messen Sie Amplituden.
Frequenzin Hz | 0,5, | 0,81a| 0,9 wo| o |4,4w] 4:2 Wo| Aifwe |
| ’ 0 0244 | 0,00
Ampltude in cm |0:° 43 ,0103110,0Wfl":””‘0‘ vos’]&, 2 l 008 )

Stellen Sie die Wertetabelle grafisch dar.

Folie AY
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Folce A9
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