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Nicht immer, aber immer éfter:
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Die etwas andere Aufgabe — mit und ohne DERIVE™ *

Wilfried Herget, TU Clausthal

Wieviel Kurvendiskussion
braucht der Mensch?

Es ist soweit. Schon sehr bald werden
unsere Gymnasiasten {iber erschwingliche,
aber leistungsfahige Taschencomputer ver-
fligen — so, wie ihn jetzt Texas Instruments
mit dem TI-92 vorgestellt hat. Vereinfachen
auch komplizierter Terme, Differenzieren,
Integrieren, Kurvenzeichnen, L&sen von
Gleichungen und Gleichungssystemen und
vieles mehr werden damit zu Aufgaben, die
genauso  schneli und einfach  per
Tastendruck-zu l6sen sind wie etwa ,LOse
x2 = 123,45" oder ,Berechne cos2(-0,123)".

Lassen sich die bewdhrten Kurvendiskus-
sionen noch lange gegen diese Realitat ver-
teidigen? Was é&ndert sich dadurch im
Mathematikunterricht? Erfordert dies nicht
eine entsprechende Verschiebung der

Schwerpunkte im  Unterricht, weniger
Eintiben von Rechentechniken, sondern
stdrkeres Betonen eher schipferischer,

beschreibender, begriindender und beurtei-

lender Fahigkeiten? Diese Fragen habe ich

bereits vor vier Jahren gestellt (HERGET
1992), und seither haben wir insbesondere
im GDM-Arbeitskreis ,Mathematikunterricht
und Informatik® versucht, neue und alte
Antworten zu finden (HISCHER 1992, 1993,
1994).

Die zentrale Bedeutung der Aufgaben

Wie aber sieht es im Unterrichtsalltag aus?
In einem System, wo bei allen Beteiligten
sich alles immer wieder um Noten und
Bewertung, um Leistung und Erfolg dreht,
kommt den Aufgaben insbesondere in
Leistungskontrollen eine  entscheidende
Bedeutung zu. Ich md&chte deswegen hier
einen pragmatischen, an der Schulrealitat
orientierten Ansatz weiter verfolgen: Wie
kénnen (kOnnten, sollen, soliten, missen,
miiBten, ...) ,andere* Aufgaben flir Klausuren
bzw. flir Klassenarbeiten aussehen, die die
genannten, angestrebten bzw. anzustreben-
den hoheren Fahigkeiten ansprechen?

Neue Aufgaben - alte Aufgaben

Die zu testenden Fahigkeiten mdéchte ich in
Anlehnung an MEYER/WINKELMANN grob in
zwei Klassen einteilen:

o Mathematisierung
Darunter verstehe ich die geeignete
Ubersetzung (teil-)offener Anwendungs-
situationen in ein passendes mathema-
tisches Modell bis hin zur Interpretation
der schlieRlich erhaltenen Ergebnisse in
der urspriinglichen Situation.

* Reflexion
Dazu gehfren flir mich die kreative
Entwicklung, treffende Beschreibung und
sachgerechte Beurteilung mathemati-
scher Begriffe, Argumentationen und
Verfahren.

Die Suche nach Aufgaben, die diese Aspekte
starker als bisher tiblich ansprechen, erweist
sich leider als sehr mihsam. Meist stoft
man auf interessante* Fragestellungen fiir
motivierende Einstiege in  Unterrichts-
einheiten oder fiir Unterrichtsprojekte, und es
ist oft nur schwer mdglich, hieraus dann
Aufgaben zu konstruieren, die sich fiir
Prdfungen eignen.

Einige Aufgabenbeispiele, die ich fur geeig-
net halte, habe ich in HERGET 1993 und 1994
vorgestelit, und 1995 habe ich in der
Zeitschrift Mathematik lehren eine standige
Rubrik ,Die etwas andere Aufgabe“ dazu
begonnen; ich beschrdnke mich daher im
folgenden auf eine knappe Skizze.

Die ,,umgekehrte“ Kurvendiskussion

Ist der Funktionsterm gegeben, dann kann
das Zeichnen des Graphen dem Taschen-
computer (bertragen werden. Auch die Dis-
kussion der Eigenschaften und der besonde-
ren Punkte verliert durch die technischen
Mdglichkeiten (Zoomen usw.) erheblich an
Wert. Dagegen bleibt die umgekehrte
Problemstellung, ndmlich das Finden eines
geeigneten Funktionsterms zu vorgegebenen

* Uberarbeitete und teilweise ergénzte Fassung von HERGET 1995.
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Eigenschaften, unverdndert wichtig und
weiterhin anspruchsvoll.

Solche Fragestellungen tauchen beim
Anpassen von Funktionsgraphen in realen
Situationen auf, etwa bei der genauen
Festlegung einer StraRenflihrung oder einer
Eisenbahntrasse (vgl. HENN, S. 124-125 oder
STEINBERG), bei der Suche nach einer
geeigneten Gesetzesvorschrift (z. B. HERGET
1986, S.385-388). Aufgaben dieser Art
sprechen in typischer Weise den Aspekt der
Mathematisierung an.

Wieviel Na3 paflt ins Fa3?

0.7m |

0.55m

1. a) Begrinden Sie mit elementargeo-
metrischen Mitteln, daB weniger als
400 000 cm3 in das Fa hineinpassen.

b) Skizzieren Sie eine Herleitung fur die
Formel

b
V= ﬁj[f(x)]zdx

zur Berechnung des Volumens eines
Rotationskorpers.

c) Bestimmen Sie das Volumen des Fasses
. méglichst genau.

2. Das FaR wird mit stets gleich starkem
Wasser-Zulauf gefillt.

a) Begriinden Sie, warum der Wasserstand
nicht mit konstanter Geschwindigkeit
steigt.

b) Bei welchem Wasserstand steigt der
Wasserspiegel am langsamsten, bei
welchem am schnellsten?

¢) Skizzieren Sie den Graphen flr die
Funktion h: Zeit — Wasserstand.

Die ,,FaB-Aufgabe*

Bei der nebenstehenden ,FaR-Aufgabe“ geht
es u.a. um die Beschreibung eines geo-
metrischen Objektes, hier des Kriimmungs-
verlaufes des Fasses (HERGET 1994).

Im Verlauf der L8sung dieser Aufgabe
mussen zundchst geeignete Namen fiir die
EinfluBgréBen vergeben werden. Fir 1. a)
geniuigt der einfache Vergleich mit einem
umbeschriebenen Kreiszylinder. Fiir 1. b) ist
an die Wiedergabe der aus dem Unterricht
bekannten Beweisidee gedacht. Ahnliche
Aufgabenstellungen soliten vertraut sein. Der
Teil 1. ¢) ist vielleicht am ungewohntesten:
Hier ist es insbesondere nétig, ein
Koordinatensystem selbstiandig zu wéhlen ~
dies kann sehr verschieden geschehen;
glinstig ist es etwa, das Fa ,auf die Seite zu
fegen” und den Ursprung des Koordinaten-
systems genau in das Zentrum des Fasses
zu legen. Dann ist eine Formel flr den
seitlichen UmriBverlauf des Fasses zu
entwickeln, wobei durchaus verschiedene
Ansétze denkbar sind. Sowohl der geo-
metrisch naheliegende Kreisbogenansatz als
auch der eher an vertrauten Funktionen
orientierte Ansatz mit einer quadratjschen
Parabel scheinen mir gleich gut geeignet zu
sein; beide Ansdtze verlangen rechnerisch
dhnlichen Aufwand und fithren durchaus
auch ohne mathematische Software und
ohne Taschencomputer zum Erfoig.

Teil 2.) schiieRlich verlangt im wesentlichen
qualitative Aussagen statt der (blichen
quantitativen Ergebnisse, und F&higkeiten im
Begriinden, Formulieren und Argumentieren
sind gefragt.

Diese Aufgabe geht auf einen Hinweis von
Josef B6hm zu einer Aufgabe aus den USA
mit dem Originaltitel ,How much does a
barrel hold?" zuriick. ich habe sie spéter auf
einer weiteren Tagung Anfang 1994 gemein-
sam mit Kolleginnen und Kollegen in der
angegebenen Gestalt formuliert; dort wurde
ich dann auf eine &hnliche Aufgabe in
SCHMID, S. 12-13 aufmerksam gemacht.

Divergente Aufgaben
statt konvergente Aufgaben

Heinrich WINTER stellt die folgenden beiden
Aufgaben nebeneinander; Aufgaben vom
Typ (1) nennt er ,konvergent’, soiche vom
Typ (2) nennt er divergent®.
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(1) Lése die quadratische Gleichung

x2+x-12=0.

(2) Suche (z. B. 10) méglichst verschieden-
artig aussehende quadratische Gleichun-
gen, die alle die Losungsmenge {4, 3}
haben.

Konvergente Aufgaben wie (1) haben nur
eine einzige LOsung, und es soll in der Regel
nur ein bekanntes L&sungsverfahren ange-
wendet werden. Ziel der Aufgabe ist es,
dieses L8sungsverfahren einzuiiben bzw.
dieses abzuprtifen. Solche Aufgaben haben
sich in der Schulwirklichkeit bewdhrt, sie
beherrschen eindeutig unsere Schulblicher
und die Klassenarbeiten und Klausuren - fur
die Lehrer sind sie leicht zu korrigieren, und
fiir die Schiiler sind sie (wenigstens leidlich)
trainierbar. Die  Kurvendiskussion ais
traditionelle Abituraufgabe ist eine typische
konvergente Aufgabe.

Divergente Aufgaben wie (2) haben mehr als
eine LOsung. Als erster LOsungsansatz
geniigt vielleicht durchaus eine einzige
Standardidee — hier etwa der Viétasche
Wurzelsatz: (x+4) (x-3)=x2+x-12=0.
Offen bleibt aber nun, wie weitere, dem
Aufgabentext gemdR ,mdglichst verschie-
denartig aussehende” Gleichungen zu finden
sind. Dazu gilt es, algebraisches Wissen zu
aktivieren und dieses dann schdpferisch
einzusetzen — genau das ist das erkldrte
Ziel dieser Aufgabe.

Eine Gleichung wird eingekleidet

Bei den ublichen Textaufgaben geht es
darum, zundchst den Text aus der Umgangs-

sprache in die Formel-Sprache der Mathe-.

matik, also etwa in eine Gleichung zu Uber-
setzen. Eine umgekehrte Problemstellung,
ndmilich eine vorgegebene Gleichung einzu-
kleiden, ist eher selten und mag zun&chst
vielleicht wenig ,mathematisch” erscheinen.

Versuche, zwei weitere {mdglichst lustige) Textver-
kleidungen fir die Gleichung x + 4 = 18 zu finden,

Aufgaben wie diese, eingebettet in eine
geeignete Umgebung, haben Karin WAGEN-
FUHR und ich bewuf3t sogar in einem Schiler-
(Nach-)Hilfe- und Ubungsbuch aufgenom-
men. Unsere Erfahrungen im Unterricht
zeigen, daR sich damit das grundlegende
Versténdnis fir den wichtigen Ubersetzungs-

prozeR zwischen den beiden ,Sprachen”
erkennbar verbessern &Rt — nicht zuletzt
auch deshalb, weil fir ,mathe-schwache“
Schilerinnen und Schiiler solche Frage-
stellungen einfacher sind und sich daher
auch eher Erfolgserlebnisse einstelien.

,Offnen” von konvergenten Aufgaben

Auch die Formulierung einer Aufgabe beein-
fluBt den Anforderungscharakter ganz erheb-
lich. Als Beispiel hierfir nachfolgend zwei
Aufgaben aus meinem regelméaRigen
.vorkurs Mathematik* fir die Ingenieur-
Studienanfénger an der TU Clausthal.

Ein zylindrisches Rohrstiick wird auf der einen
Seite schrag abgeschnitten. Skizzieren Sie die
Mantelfliche. Geben Sie Gleichungen tir die
Randlinien dieser Mantelfléche in sinem geeig-
neten Koordinalensystem an.

Wie grof3 ist der Winkel, den eine Raumdiago-
nale eines Wirlels mit einer anliegenden Kan-
te bildet?

Die Aufgaben sind ganz bewuflt knapp for-
muliert, Ldsungswege sind nicht vorgezeich-
net, Benennungen und Variablennamen
fehlen, die passenden Koordinatensysteme
sind erst noch (mdglichst geeignet!) zu
wdhlen. Dies ist flir meine Studenten
ungewohnt, und es ist zweifellos sehr
anspruchsvoll, aufwendig und anstrengend
(und zwar auch fir die, die die Ldsungen
solcher Aufgaben beurteilen miBtent) —
aber es verlangt und fordert gerade die-
jenigen Fahigkeiten, die nicht ohne weiteres
dem Computer iibertragen werden kénnent

Wirde man jeweils eine Zeichnung mit
einem gtlinstigen Koordinatensystem, mit
niitzlichen Hilfslinien und sinnvolien Benen-
nungen ergénzen, so wére allein dadurch
schon fiir jede der beiden Aufgaben die
Lésung (und, zugegeben, auch die Korrek-
turl) erheblich erleichtert. Insbesondere die
zweite Aufgabe kdnnte dadurch (je nach der
Art des Vorwissens) sogar zu einer Standard-
aufgabe werden:
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Wie groR ist der Winkel o, den eine Raum-
diagonale dieses Einheits-Wirfels mit  einer
anliegenden Kante bildet?

Fir einen Kurs Lineare Algebra/Analytische
Geometrie, in dem es gerade um das
Berechnen von Winkeln mit Hilfe des Skalar-
produkts geht, sdhe die Standardversion
vielleicht so aus:

X3 P11111)

\

‘Wie groR ist der Winkel o, den eine Raum-
diagonale dieses Einheits-Wirfels mit einer
anliegenden Kante bildet?

Bisher hatten meine Erfahrungen beim
Stellen und Korrigieren von Aufgaben stets
dazu gefiihrt, daR die Formulierungen
umfangreicher wurden; sorgféltig erg&nzt mit
hilfreichen Hinweisen, Benennungen und
Zeichnungen. Aber ist es wirklich richtig,
unseren Schiilerinnen und Schiilern (und,
nattirlich, uns selbst) dies immer und tiberall
so leicht wie nur irgend mdéglich zu machen?
Bleiben dann nicht gerade nur die rechen-
technischen Routineaufgaben (brig — und
all die anderen, anspruchsvolleren und
wirklich ,bildenden" hoheren Anforderungen
und Fahigkeiten auf der Strecke?

Der mathematische Aufsatz

Aufgaben, in denen umgangssprachlich
argumentiert, begriindet und beschrieben
werden muf, sind ausgesprochen selten. Bei
den iblichen Mathematik-Aufgaben geht es
héchstens noch darum, sich flr das richtige
Lésungsverfahren zu entscheiden — dann

wird (fast) nur noch gerechnet. Die nitzliche,
zweckmaéaRige, zeit- und platzsparende
Symbol- und Formelsprache der Mathematik
verleitet dazu, sich ausschlieBlich in dieser
Welt zu bewegen. Tatsdchlich ist dies aber
nur ein Teil der Mathematik; tatsdchiich
besteht Mathematik sehr wohi auch aus
sprachlicher Kommunikation, selbst und
gerade in der Wissenschaft. Schilerinnen
und Schiiler (und auch ich) beklagen, daR
Schulbiicher nicht leicht zu lesen sind - aber
zum einen ist es nun einmal schwer, Mathe-
matik zu vermitteln, und noch schwerer, es
schriftlich tun zu miissen, und zum anderen
will es auch gelernt sein, mathematische
Texte zu lesen. Warum also nicht als eine
Aufgabe in der entsprechenden Klausur
stellen:

Wie [6st man eine quadratische Gleichung?
Beschreibe ausfiihriich an einem von dir geeignet
gewahlten Beispiel, wie du bei der Methode der
quadratischen Ergénzung vorgehst.

. Wo steckt der Fehler?*

Falsche Argumentationen zu entlarven,
Fehler aufzudecken und Sachverhalte
richtigzustellen, Standpunkte mit Mathematik
zu begriinden - all das bedeutet auch, sich
mit Mitteln der Sprache kritisch auseinan-
derzusetzen.

Klaus rechnet:
1
.1 ‘
Klara: "Aber 1/x2%, der Integrand, ist doch

immer positiv!®

Klaus: *Klar(a), ..."
Was meinen Sie dazu?

1
de==-21 =z <1 -1=2-2
-1

Kul"‘
L

In dieser Aufgabe geht es um ein ,Rezept*,
das in der Regel routinemaBig angewendet
wird. Ziel ist es, die Grenzen des Verfahrens
(wieder) in den Blick zu nehmen. Ubrigens
rechnete selbst DERIVE™ bis vor kurzem
noch genauso falsch wie Klaus...

Qualitative Aufgaben
statt quantitative Aufgaben

Die folgende Aufgabe zeigt eine weitere
Maoglichkeit, das Rechnen zugunsten inhalt-
licher, qualitativer Argumentationen zurlick-
zudréngen: Funktionen werden nicht durch
Terme vorgegeben, sondern nur qualitativ
durch eine Skizze des Graphen beschrieben.
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Die Zeichnung zeigt den Graphen von x — f(x).

21

1;\ e

Skizzieren Sie in dasselbe Koordinatensystem
den Graphen von. x — f'(x).

Um das Verstdndnis des Begriffs ,Ableitung*
bzw. das Grundwissen um das Verhalten
bestimmter Funktionstypen anzusprechen,
ist eine solche qualitative Aufgabe sicher
besser geeignet als Aufgaben der Form
.Differenzieren Sie f(x)=.." oder ,Skizzie-
ren Sie das Schaubild zu f(x) = ...*!

Aufgaben mit Taschencomputer und
Mathematik-Software

Aufgaben wie die oben genannten unter-
scheiden sich dadurch von Standard-
aufgaben wie z.B. der Diskussion einer
Kurvenschar, da ihre L&sung oft erheblich
anspruchsvollere Ideen und  Ansétze
erfordern. Daneben sind aber jetzt auch
solche ,alternativen* Aufgaben im Unterricht
oder in einer Klausur mdglich, die zwar vom
Losungsansatz und vom LOsungsweg her
durchaus vertraut sind, die sich aber als
rechnerisch-algebraisch so anspruchsvoll
und aufwendig erweisen, daBl sie ohne die
Verwendung von mathematischer Software
.Klausur-untauglich* wéren. Ich sehe hier
eine direkte Parallele zum inzwischen langst
alltdglichen Taschenrechner. So wie dieser
es erlaubt, weit mehr als bisher Aufgaben
mit ,realistischen" Zahlenwerien zu behan-
deln, ermdglichen es (Taschen-) Computer
und mathematische Software, (sich) Auf-
gaben zu stellen, die auf ,realistische” Terme
und Gleichungen fihren.

Einige derartige Aufgaben sind u.a. in
WUNDERLING, in HENN und in HERGET 1994
beschrieben.

Kénnen wir das leisten?

Sicherlich kénnen wir Aufgaben ,6ffnen®,
kénnen den Anteil von ,konvergenten“ Auf-
gaben zugunsten von ,anderen“ Aufgaben
reduzieren. Aber in welchem Umfang kénnen

wir dies leisten? Im (blichen Dreiviertel-
Stunden-Takt, in einem Gymnasium, dem
schon rund die Hélfte eines Jahrgangs
angeht¢rt (oder gar an der Hauptschule),
angesichts (bervoller Klassen, chronisch
mangelhafter Lehreraus- und -weiterbildung
und allgegenwdrtigem Benotungszwang,
vielleicht gar mit Zentralabitur? Es bleibt
noch viel zu tun...

Kleine Schritte...

Bei der genaueren Betrachtung dieser und
anderer Beispiele wird wieder einmal deut-
lich, wie 'sehr der Anforderungscharakter
einer Aufgabe von dem vorangegangenen
Unterricht abhidngt. Natlrlich ist es unver-
zichtbar, die Schiierinnen und Schiiler auf
solche verdnderten Aufgabenstellungen im
Mathematikunterricht angemessen vorzube-
reiten, und selbstverstdndlich kénnen die
bewédhrten Kurvendiskussionen nicht per
ErlaR und iliber Nacht ersetzt werden. Aber
unstrittig ist, daR® es im Mathematikunterricht
noch mehr als bisher darum gehen muR, die
Bedeutung, Tragweite, Anwendbarkeit usw.
der mathematischen Begriffe und Methoden
zu vermitteln, und weniger darum, ein
(Rechen-) Rezept souverdn zu beherrschen
~ denn das kann der Taschencomputer
besser! o

Interessant ist in diesem Zusammenhang die
Erfahrung, die Mary BARNES im Rahmen
eines Programms der australischen Regie-
rung machen Kkonnte: Gerade solche
attraktiven Problemstellungen und Unter-
richtsinhalte ermutigen die M#dchen, weiter
Mathematik zu machen. Dies bestétigt die
These, dald das, was gut fiir die Mddchen ist,
auch gut flr alle ist (vgl. auch HERGET 1992,
S. 146-147 und EFFE-STUMPF).

Wenn wir den Bildungsauftrag der Schule
ernst nehmen, dann miissen wir uns jetzt der
Herausforderung durch Hardware und
Software stellen. Dann gilt es, einen ersten
kleinen Schritt schon in der n#chsten
Mathematik-Klassenarbeit bzw. -Klausur mit
einer einzigen solchen ,neuen* Aufgabe
(unter mehreren ,alten“) zu versuchen -
nicht immer, aber immer Gfter!
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