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Heinz SCHUMANN
Ansatzorientiertes Lésen von Textaufgaben mit Computeralgebra

Die Schiler und Schiilerinnen missen
verstérkt jene Intellektuellen Féhigkei-
ten erlernen, die der 'Computer' (noch)
nicht besitzt oder niemals besitzen wird.

Emleltung
Zirka 2/3 der Unterrichtszeit fur die Schulalgebra in der Sekundarstufe | werden

verwendet, um folgendes Ziel anzustreben: Die Schuler/Schulerinnen kénnen
Terme automatisiert umformen bzw. vereinfachen und bestimmte Typen von
Gleichungen und (linearen) Gleichungssystemen automatisiert I6sen. Diese
Kalkulqualifikation ist bisher eine notwendige Voraussetzung, um 2z.B.
komplexere Algebra-Aufgaben mit inner- oder auflermathematischem Bezug
I6sen zu kénnen. Solche Aufgaben werden in Form von Textaufgaben gestelit;
sie bilden ein wichtiges Ubungsfeld fur das Problemlésen. (Eine Vielzahl von
Textaufgaben sind sog. eingekleidete Aufgaben, Gber deren Sinnhaftigkeit man
geteilter Meinung sein kann.) Das Lésen von Textaufgaben st
erfahrungsgeman bei den Schilern und Schuilerinnen nicht sehr beliebt, denn
zuséatzlich zur Anwendung des betreffenden arithmetisch-algebraischen Kalkls
treten vor allem Probleme der Ubersetzung des Aufgabentextes in die alge-
braische Sprache auf. Diese Probleme werden im realen Unterricht kaum the-
matisiert; ein expliziertes Metawissen zu ihrer Bewaltigung wird nicht ent-
wickelt, obwohl sich in der didaktischen Literatur entsprechende Handlungsan-
weisungen finden (auch solche mit dem Nachweis ihrer unterrichtspraktischen
Relevanz). So gibt zum Beispiel G. Pdlya folgende allgemeine Anweisung (die
hier nur verkurzt wiedergegeben werden soll):

Diese Anweisung hebt besonders die
Lésungsplanung hervor, die aber durch
das planlose Vorgehen, das Schdulerin-

Wie sucht man die Lésung?

Erstens

Du muft die Aufgabe verstehen!

Zweitens

Suche den Zusammenhang zwischen den
Daten und der Unbekannten!

Du mut vielleicht Hilfsaufgaben betrach-
ten, wenn ein unmittelbarer Zusammen-
hang nicht gefunden werden kann!

Du muBt schlieBlich einen Plan der
Losung erhalten!

Drittens
Fahre Deinen Plan aus!

Viertens
Prife die erhaltene Lésung!

nen und Schuler beim Lésen von (Text-)
Aufgaben haufig zeigen, konterkariert
wird. Dieses Verhaiten der Schuler und
Schulerinnen ist nicht verwunderlich,
haben Sie doch nicht gelernt, wie man
eine Loésung plant, obwoh! Arbeitspla-
nung ein wichtiges Merkmal gegen-
standsunabhéngiger Methodenkompe-
tenz ist, die in einem allgemeinbildenden
Unterricht vermittelt werden sollte. - Es
stelit sich die Frage, wie der Pla-
nungsaspekt beim Lésen von (Algebra-)
Aufgaben verstérkt werden kann?

- Einerseits sicherlich durch das Behandeln und Benutzen von Handlungsan-
weisungen fur das Aufgabenldsen, andererseits durch einen geeigneten Com-
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putereinsatz, der eine entsprechende Planung erforderlich macht. Der dafur
entstehende Bedarf an Unterrichtszeit kann nur durch eine Reduktion des al-
gorithmischen Berechnungsaufwands bei der Planungsausflihrung, der auf die
Schuler und Schulerinnen eher demotivierend wirkt, kompensiert werden.

Das ansatzorientierte L6sen mittels einer Lose-Automatik

Der Lésungsplan bzw. Ansatz vieler komplexer Algebra-Aufgaben allgemeiner
oder spezieller Art, das Ergebnis einer algebraischen Modellierung, besteht
aus einem (expliziten oder impliziten) algebraischen Gleichungssystem, das
die Beziehung von gegebenen und gesuchten GréRen sowie von Hilfsgrélen
ausdruckt und das bei Elimination der HilfsgréRen nach den gesuchten Gréien
aufzuldsen ist.

Algebraische Gleichungssysteme kann man aber mit Hilfe von Computeraige-
brasystemen (CAS) automatisch auflésen lassen. (Natrlich hangt die exakte
Auflésbarkeit von den mathematischen Grenzen und den Grenzen der
praktischen Berechenbarkeit - abhéngig von der Anzahl der Variablen und dem
Grad des betreffenden algebraischen Gleichungssystems ab. - Die Entwicklung
eines optimalen Algorithmus far das Auflésen eines algebraischen
Gleichungssystems ist eine aktuelle Forschungsaufgabe der
Computeralgebra.) Das bedeutet fur die Schiler und Schulerinnen:
Konzentration auf die Entwicklung eines Ansatzes und auf die Interpretation
des computergenerierten Ergebnisses usw.; das Ausrechnen des Ansatzes
besorgt der Symbolprozessor eines geeigneten CAS (s. Schema).

Algebraisch Modellieren

Textaufgabe N Ansatz
(komplexe -~ (Algebraisches
Algebra-Aufgabe) Gleichungssystem)
i
Schitzen | Lésen
Vermuten g mitCAS
!
i
|
\/ \/
Losung << Lésung
Textaufgabe Interpretieren computer-
generiert

Die allgemeinen Vorbemerkungen sollen nun am Beispiel einer komplexen
Sachrechenaufgabe aus dem Themenkreis "Weg - Geschwindigkeit" konkreti-
siert und exemplarisch verdeutlicht werden.
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Aufgabe
Von zwei Orten A und B gehen gleichzeitig zwei Wanderer los. Sie laufen ein-

ander entgegen. Als sie sich treffen, hat der erste vier (a) Kilometer mehr als
der zweite zurtickgelegt. Wenn sie ihren Weg mit den gleichen Geschwindig-
keiten fortsetzen, kommt der erste drei (m) Stunden nach der Begegnung in B
der zweite funf (n) Stunden nach der Begegnung in A an. Bestimme die Ge-
schwindigkeiten der beiden Wanderer.

Das Ergebnis einer mdglichen Ansatzentwickung fir die spezielle Aufgabe
konnte sein:

ok
lus]

AY
CA km - CB km =4 km,

vy = % km/h, vo = 4 ki,
1 n' 2 {2
t1 =to,

AC=CA BC=CB

Dieser Ansatz ist nach vq, vo aufzulésen, dabei sind zu eliminieren: AC, CA,
BC, CB, t{, to. Zur automatischen Auflésung eines solchen Ansatzes, der ein
algebraisches Gleichungssystem darstellt, eignet sich die Solve-Automatik von
Mathematica, da sie die Elimination von Hilfsvariablen gestattet. Die Solve-
Automatik muR aber verdndert werden, so z.B. sind die komplexzahligen
Losungen fur unsere Zwecke zu entfernen (vgl. [1]).

Zunachst lassen wir den speziellen Ansatz mit der modifizierten Solve-Auto-
matik naherungsweise bzw. exakt aufiésen (s. Eingabe und Ausgabe 1/2; die
jeweils erste Losung entfalit; QW bedeutet Quadratwurzel), Die exakte Lésung
zusammen mit dem Ansatz der entsprechenden aligemeinen Aufgabe ist in
Eingabe und Ausgabe 3 zu sehen; die zweite negative LOsung entfalit;
Losbarkeitsbedingung: n > m > o. Eine Formulierung des allgemeinen

Ansatzes in "Ganzwortvariablen" zeigt Eingabe 4.

Anmerkung: Da es uns auf die prinzipielle Mdglichkeit des automatischen Aufldsens eines
ganzen Ansatzes ankommt, sehen wir hier von den mehr soft-wareergonomischen Problemen
wie z.B. dak Mathematica vorerst nur ein kommandogetriebenes Werkzeug ist, vorerst nicht
{iber einen Formeleditor verftigt etc. ab.

Ein einmal implementierter Ansatz als Ansatz einer Aufgabenklasse kann
verwendet werden, um z.B. die Menge der gegeben, gesuchten sowie der zu
eliminierenden Variablen zu variieren (s. Eingabe und Ausgabe 5. Gesucht
sind hier Weglénge und Laufzeit bis zum Treffpunkt fur den ersten Wanderer,
die erste Losung entfallt) oder um spezielle n&herungsweise Ldsungen zu
bestimmen und zu variieren (s. Eingabe und Ausgabe 6-8; im letzten Beispiel
kann es keine positive Losung geben). Die "operative Fragestellung": Was
geschieht ..., wenn ...? kann verfolgt werden. Ebenso wie ein implementierter
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Loese[ {CA~-CB==a,

vi==CB/m,v2==CA/n,
vli==AC/tl,v2==BC/t2,
tl==t2,
AC==CA , BC==CB} ,
{t1,AC),
{AC,CA,BC,CB,vl,v2,t2}]
a QW(n]
{{AC == ——————mm—m , L1l == -(QW[m} QW{n] 1},
QW([(m] + QW[n]
a QW(n]
{AC == —remccm e ————— , £1 == QW[m] QW([n]

~QW[m] + QW[n]
Eingabe u. Ausgabe 5

NLoesePositiv[ (m==3,6 n==5, a==4,
CA-CB=x=g ,
v1==CB/m,
v2==CA/n,
vi==pAC/tl,
v2==BC/t2,

AC==CA ,BC==CB,
tl==t2},
{vi,v2},
{AC,CA,BC,CB,t1,t2}

{(v2 == 3.54919, vl == 4.58199}

Eingabe u. Ausgabe 6

NLoesePositiv| {m==2,7 n==3 9, a==1.5,
CA-CB==a,
v1==CB/m,
v2==CA/n,
Vv1==AC/t1l,
v2==BC/t2,
AC==CA , BC==CB,
tl==t2},
{vl,v2},
{AC,CA,BC,CB,tl,t2}]

{v2 == 2.29006, vl == 2.75231}
Eingabe u. Ausgabe 7

NLoesaPositiv] {m==B A no=t 4, am=3,

CA-CB==a,
v1==CB/m,
v2===CA/n,
vi==AC/t1,
v2==BC/t2,
ACwm=CA  BCu=CB,
tl==t2},

{vi,v2},

{AC,CA,BC,CB,tl,t2}]

{}
Eingabe u. Ausgabe 8
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Text, eine implementierte Grafik oder Tabelle wird nun auch ein Ansatz zum
Gegenstand des experimentellen Manipulierens mit vielféltigen Intentionen.

In Konsequenz ergeben sich eine Reihe von Aufgabentypen, die bereits beim
Ansatzorientierten Lésen ohne Computeralgebra-Einsatz behandelt werden
kénnten: Anséatze entwickeln, begrtinden, auf Volisténgigkeit und Richtigkeit
prufen, vervollstédndigen, variieren, spezialisieren, verallgemeinern,
analogisieren; (computergenerierte) Lésungen analysieren, interpretieren,
kontrollieren. ‘
Weitergehende Uberlegungen und Beispiele kénnen [2] entnommen werden.

(1] Schumann, H.: "Ansatzorientiertes Lésen von Algebra-Aufgaben mit
Computeralgebra". Erscheint voraussichtlich 1996 bei F. Dummlers,

Bonn.

2] Schumann, H.: "Ansatzorientiertes L6sen komplexer Algebra-Aufgaben
mit Computeralgebra" MNU (47), Heft 8, 1994, S. 496-502
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