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Giinter Schmidt, Stromberg

Anschaulicher und lebendiger Mathematikunterricht in der SII mit
DERIVE

Vorbemerkungen

In der ersten Ankindigung des Vortrags fehlte der Zusatz ,... mit DERIVE“. Dies
geschah mit Absicht, und es lagen dafiir verschiedene Begriindungen vor. Fine
Begriindung betrifft mehr eine grundsitzliche Auffassung zum Mathematikun-
terricht im Zusammenhang mit dem Computereinsatz, eine andere fuBt auf den
persdnlichen Erfahrungen im Rahmen von Lehrplanarbeit und der damit ver-
bundenen Lehreraus- und -fortbildung, insbesondere auf der Arbeit mit Entwick-
lung von Konzeptionen und Materialien zum Thema ,Mathematikunterricht mit
dem Werkzeug Computer* !). Die Auffasungen und Erfahrungen werden im
folgenden ndher ausgefiihrt und im Hinblick auf die Tagungsthematik erliutert .
AbschlieRend sollen die mehr allgemeinen Uberlegungen an einem Beispiel der
~Tennisballpyramide“ exemplarisch konkretisiert werden. ‘

Mathematikunterricht und DERIVE

Der Mathematikunterricht befindet sich im Umbruch. DERIVE - oder allgemeiner
Computeralgebrasysteme sind nicht die entscheidende Ursache fiir die Verinde-
rungen. Deshalb ist es nach unserer Auffassung auch nicht niitzlich, eine auf
Computeralgebra basierende Didaktik fir den Mathematikunterricht zu propagie-
ren, dies bedeutet eine unzuldssige Reduktion. Die Einsicht in die Veridnderungs-
notwendigkeit im Mathematikunterricht wird aus verschiedenen Quellen gespeist,
DERIVE (CAS, Computer) ist eine dieser Quellen und unterstiitzt bzw. erméglicht
manche dieser Verdnderungen, so zum Beispiel eine stirkere Anschaulichkeit
und Lebendigkeit. Dies ist aber nur ein Potential, das richtig genutzt werden muR.
Das heiBt also, der Blick muf von Unterrichtskonzeptionen auf DERIVE gerichtet

sein, nicht umgekehrt.

Deshalb werden zunichst einmal die nach unserer Auffassung wichtigen Ent-
wicklungslinien fir den Mathematikunterricht aufgezeigt, anschlieRend werden
die Moglichkeiten der Unterstiitzung solcher Tendenzen durch DERIVE aufgezeigt.

Entwicklungslinien Mathematikunterricht

Integrierte und problemorientierte Zuginge

Als wichtige Ergdnzung zu dem iiberwiegend nach Disziplinen und Gebieten ge-
ordneten Aufbau zuriickliegender Lehrpline und Lehrbiicher finden integrierte
und problemorientierte Zuginge zu mathematischen Begriffen und Verfahren
besondere Beriicksichtigung . Dies bedeutet hiufiger eine gebietsiibergreifende
Behandlung mathematischer Themen und damit sowohl die Verbindung von
Algebra, Geometrie, Analysis und Stochastik in geeigneten Problemsituationen als
auch die Beriicksichtigung fdacheriibergreifender Beziige. Die Lernsequenzen sind
weniger linear-sequentiell als vielmehr problemorientiert und beziehungshaltig
aufgebaut.

Aktives und experimentelles Lernen

Aktiv entdeckende und experimentelle Lernformen haben fiir den

Mathematikunterricht eine groRe Bedeutung. Beobachtungen, Erfahrungen und
Alltagswissen der Lernenden werden zu Ausgangspunkten von Lernprozessen. Im
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LernprozeR werden die Vorerfahrungen aufgegriffen, weitergefithrt und zu
theoretischen Konzepten verdichtet. Eine wesentliche Rolle im Unterricht spielt
dabei die Eigentdtigkeit der Schilerinnen und Schiiler. Sie kdnnen eigene
Problemltsestrategien entwickeln und auf ihre Tauglichkeit Gberpriifen. Die
Rtickmeldungen idber die Eignung der Strategien erfolgen dabei hiufig von der
Sache aus und nicht ausschlieflich von der Lehrperson. Das Vertrauen in die
eigenen Fdhigkeiten wird entwickelt und gestdrkt. Gleichzeitig nehmen
Schilerinnen und Schiler EinfluR auf die Ziele und die Gestaltung des
Unterrichts. '

Anschaulichkeit
Die letztlich sehr abstrakten Begriffe der Mathematik bediirfen zur verstindigen

Einordnung und Anwendung der vielfiltigen Veranschaulichung. Hierzu geho-
ren geometrische Anschauungen ebenso wie Tabellen und Graphen oder situative
Bezlige. Experimentelle Zugdnge zu Begriffen und deren Anwendung in unter-
schiedlichen Situationen unterstiitzen die Veranschaulichung und damit das Ver-
stadndnis.

Bedeutungsvolle Mathematik
Mathematik soll in (fur die Lernenden) verstindlichen Sinn- und Sachzusam-

menhangen erworben werden. Die Genese und Entwicklung von Begriffen, inter-
essante Anwendungen, das eigenstdndige Modellieren von Sachsituationen, aber
auch das Begreifen und Erleben #4sthetischer Aspekte und das Erfassen von Zu-
sammenhangen und Verbindungen vermitteln Bedeutung und Sinn von Mathe-
matk. Dies fihrt von allzu fachspezifischer Beschrinkung weg zur stirkeren
Offnung zu interdisziplindren und vernetzten Problemen. Damit wird ganzheitli-
ches Lernen verlangt, d.h. parallel zum Wissen werden auch die Fahigkeit zur
Anwendung und Nutzung, Kenntnisse und Bewertungen iiber die Anwendungs-
wirkung auf die Schiilerin oder den Schiiler selbst und die Gesellschaft einbezo-
gen.

Soziales Lernen

Im Interesse der allgemeinbildenden und erzieherischen Ziele muf auch der Ma-
thematikunterricht Formen des sozialen Lernens einbeziehen. Es gibt viele sinn-
volle Gelegenheiten zur Partner- und Gruppenarbeit im Mathematikunter-richt.
Insbesondere im Rahmen von ,Bedeutungsvoller Mathematk“ konnen positive
Einstellungen und Fahigkeiten zur Teamarbeil erworben werden. Kommunikation
und Diskussion spielen u.a. bei Modellierungen und interdiszi-plinidren Fragestel-
lungen eine entscheidende Rolle.

Differenzierung

Die sehr unterschiedlichen Vorerfahrungen, Werteinstellungen und Verhaltens-
weisen der heutigen Schiilerinnen und Schiller verlangen eine starke Binnen-
differenzierung auch im Mathematikunterricht. Dies betrifft sowohl die Beriick-
sichtigung verschiedener Lernstile als auch der Interessen und spezifischen Fi-

higkeitsprofile.

In der folgenden (Ibersicht sind die oben genannten ,prozeRbeonten“ Aspekte
von Mathematikunterricht (linke Spalte) jeweils in Gegeniiberstellung zu den
mehr statischen Auffassungen von Mathematikunterricht (rechte Spalte) tabel-
larisch festgehalten:
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Entwicklungslinien Mathematikunterricht

visualisiertes Lernen sprachlich-symbolhaftes Lernen
entdeckendes, explorierendes statisch, linear-systemhaft,
Lernen Fertigprodukt

offenes Konzept geschlossenes Konzept

handelndés, produktorientiertes | beschreibend, analysierend,

Lernen aufnehmend
Herausstellen und Nutzen von Lernen in abgegrenzten Disziplinen
Querverbindungen, gebiets- und "Schubladenlernen”

ficheriibergreifenden Aspekten ("vertikales Lernen", "linearer
("horizontales Lernen", "modularer { Aufbau")

Aufbau")

aktives Modellieren als ProzefR Darbieten von Modellen
Asthetisches Erleben Beschrankung auf analytisches,
(emotionale Komponente) kalkiilmadRiges ErschlieRen

(kognitive Komponente)

Systematik

Computer als Werkzeug

Interaktions- und Arbeitsformen im MU
(Projektarbeit, Gruppenarbeit, Teamarbeit)
(Simulationen/Spiele)

Wir wollen nun zunichst die in der linken Spalte aufgefithrten Entwicklungsli-
nien im Blick auf DERIVE beleuchten. Dabei sind die positiven Moglichkeiten mit +
bezeichnet, Grenzen und evtl, Gefahren mit -. Die aufgezidhlten Aspekte haben ex-
emplarischen Charakter, sie erheben keinesfalls einen Anspruch auf Vollstin-
digkeit.
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Fntwicklungslinien

DERIVE im Unterricht

visualisiertes Lernen

+ grafische Darstellung von Daten und Termen,
Funktionen/Kurven , insbesondere auch in
Parameterdarstellung und Polarkoordinaten,
3D-Darst., An.Geom.im R, graf.Darst.von Simulationen
und Verteilungen

- Algorithmen zu Chaos/Fraktale lassen sich nicht
besonders gilinstig visualisieren,
CABRI, CAD, bewegte Bilder

entdeckendes,
explorierendes Lernen
offenes Konzept

+ Unterstiitzung durch ,Was passiert, wenn..“,
Vermutungen kdénnen realisiert werden (auch
algebraisch)

- Einengung durch Softwarekonzept!!!
Explorative Datenanalyse, CABRI, ...

- zielt auf den 1.Blick auf andere Aspekte (reale.
Modelle, MUED, ...)

+ erzwingt Dokumentation -> Graphen/Tabellen

+ systematisch-hierarchiches Vorgehen nicht mehr
zwingend, der Weg ,von der Krone zur Wurzel“ wird
moglich, damit Anniherung vom Kern, CAS als Briicke
(FIT, Gleichungssysteme, Simulation,...)

- algebraisch analytische Ldsungen werden bevorzugt,
ganzheitlich-geometrische Ansidtze werden nicht
unterstiitzt (etwa bei Extremwertproblemen)

aktdves Modellieren als
Prozef

+ technische Schwierigkeiten werden geringer,
Konzentration auf Modellieren und Interpretieren
reale Daten konnen verarbeitet werden

- bei komplexen Problemen ist spezifisches Programm
{iberlegen

Asthetisches Erleben
(emotionale
Komponente)

+ Moglichkeiten vorhanden

- eingeschriankte Moglichkeiten _
eigene hindische Aktivitat/ Kreativitat, personlicher

Riickbezug

Orientieren an
Leitbegriffen,
Fundamentalen Ideen
(Funktion, Iteration
Linearitdt - Komplexitit

+ funktionales Denken, Iteration/Rekursion, Dynamik,
prozessualer Aufbau von Begriffen

- dies geht nicht von DERIVE aus, kann sogar bei
falschem Verstindnis von Computereinsatz verhindert
werden

Seite 15
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An dieser Stelle soll noch eine Bemerkung angefiigt werden, die auf die
langjahrigen Erfahrungen mit dem Einsatz des Computers als Werkzeug im
Mathematikunterricht zuriickgeht. Es gibt fast fir jedes Thema des
Mathematikunterrichts eine spezielle Software, die fir dieses Thema besser
geeignet ist als DERIVE. Der Vorteil von DERIVE demgegeniiber besteht in der
Moglichkeit des langfristigen und kontinuierlichen Einsatzes einer Software in
sehr vielen Themengebieten. Schiilerinnen und Schiiler (und Lehrer!) kénnen
sich so mit einer gewissen Selbstverstindlichkeit des (offenen) Werkzeugs
bedienen, ohne daR jedesmal die Einarbeitung in ein neues System erfordert wird.
Neben der mathematischen Inhalts- und Methodenkompetenz wichst auf diese
Weise auch die Kompetenz im Handhaben eines solch universellen Werkzeugs.

Neben der in obiger Tabelle erfolgten Ausrichtung an den Entwicklungslinien
sollen ergadnzend noch einmal allgemeiner die Chancen beschrieben werden, die
mit dem Einsatz von Computeralgebrasystemen im Unterricht verbunden sind.
AnschlieRend werden dann die damit verbundenen Anderungs- und
Umgewichtungsnotwendigkeiten und einige der offenen Probleme angedeutet.

Chancen

e Kalkiilfahigkeiten, insbesondere die Termmanipulation verlieren ihre
(faktisch) beherrschende Stellung im Mathematikunterricht. Damit kann
mehr Zeit auf die iibergeordneten Ziele des Aufstellens von Termen, der Be-
schreibung von Situationen mit Hilfe von Termen und deren Interpretation
verwendet werden. ‘

e In der Analysis wird die schon lange geforderte Verschiebung vom Kalkil zum
Begriffsverstindnis moglich. Die verschiedenen Darstellungsmoglichkeiten
von Termen und Funktionen (insbesondere die Parameterdarstellung) heben
die Beschrinkung auf wenige Funktionstypen auf, insbesondere kdnnen
wichtige algebraische Kurven und deren Anwendungen thematisiert werden,
ebenso kalkiilmiRig aufwendigere Eigenschaften wie Kriimmung, Bogenldnge
u.d. .

e Die Behandlung von Abbildungen erfihrt eine Akzentverschiebung von der
statischen Klassifizierung zur dynamischen Durchfithrung, insbesondere
auch in stochastischen Situationen (Markov-Prozesse) oder im Hinblick auf
iterierte Funktionensysteme (Fraktale).

e Experimentelles Arbeiten im Sinne von ,Was passiert, wenn..?7“ und der Va-
riation von Parametern wird in groferem Umfang im Mathematikunterricht
moglich. Auch die Simulation als Problemldsung wird moglich. Iteration und
Rekursion finden stidrkere Beriicksichtigung. Damit gewinnt insgesamt der
Prozess gegeniiber dem statischen Endergebnis eine besonders fiir das Lernen
giinstige Bedeutung. ‘

e Auch das Anwenden von Mathematik kann in zweierlei Hinsicht eine Anrei-
cherung erfahren. Einmal wird durch den Wegfall numerischer und kalkil-
miRiger Beschrankung eine groRere Realitdtsndhe erreichbar, zum anderen
begiinstigen die vielfdltigen Werkzeuge den Prozess des Modellierens.

¢ Das interaktive Arbeiten mit CAS begiinstigt bzw. erfordert andere Lern® und
Arbeitsformen im Unterricht, insbesondere offenere und partner- bzw. team-
bezogene Formen. CAS bleten vom Lehrer unabhdngige Kontrollmdglichkeiten
und ermoglichen damit eine Reduzierung der Lehrerdominanz, Selbstdndigkeit
und Eigenverantwortlichkeit auf Schiilerseite wird geftrdert.

¢ Das Arbeiten mit CAS verlangt und férdert modulares Arbeiten auch im Ma-
thematikunterricht. Gleichzeitig gewinnt die Dokumentation von Arbeits-
schritten und Ergebnissen eine groRere Bedeutung, damit wird der kommuni-
kative Aspekt von Mathematik betont.
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Verdanderungen und Umgewichtungen/ Probleme

Die obige Beschreibung von Chancen erfolgte im Sinne eines vorhandenen
Potentials. Die Realisierung verlangt noch die Beantwortung vieler offener
Fragen und die Bewiltigung einiger Probleme. Dies wird nicht zuletzt durch die
Tatsache belegt, daR die in der Didaktik diskutierten Chancen der Verdnderung in
der schulischen Praxis bisher nur sehr vereinzelt aufgegriffen werden. Nach den
Chancen sollen auch einige der Offenen Fragen und Probleme exemplarisch

aufgezeigt werden.

¢ Da ist zunichst das Problem der bestehenden Curricula. Die oben angedeuteten
Chancen bedingen sowohl! inhaltliche Anderungen als auch eine Verschie-
bung der Anforderungen in Richtung komplexerer und anspruchvollerer
Ziele (Modellieren, Anwenden, Interpretieren und Bewerten an Stelle der
schematischen Ausfiithrung von Algorithmen). Die Auswirkungen solcher
Verdnderungen sind nicht deduzierbar, sie missen wegen der komplexen Zu-
sammenhinge in der Entwicklung beobachtet und und zu einem Regelkreis
geeigneter Reaktionen filhren. Erste Voraussetzungen hierzu werden durch
die Frweiterung von Freirdumen in den Rahmenpldnen erfreulicherweise
eingeleitet. Die Verinderung von Lehrbiichern und der Leistungsfeststellun-
gen und Priffungen (Innovationshemmung durch Zentralabitur!) muf folgen.

e Als nichstes miissen Lehrerinnen und Lehrer ins Blickfeld geraten. Diese
miissen ihren Unterricht ja mit den neuen Werkzeugen konzipieren und
durchfiihren, sind hierzu aber weder von den Fahigkeiten noch von den Ein-
stellungen her ausgebildet. Es bedarf also wirksamer MaRnahmen in der Leh-
rerausbildung und vor allem der Fortbildung. ,Wirksam*“ bezieht sich in die-
sem Zusammenhang auch auf die Form und ,Philosohie“ von Lehrerfortbil-
dung. Eigenstindiges und selbstverantwortliches Lernen kann nur von Leh-
rerinnen und Lehrern initiiert werden, die solches selbst erfahren haben.
Insbesondere bzgl. der weniger lehrerzentrierten Interaktions- und offenen
Lernformen besteht im Mathematikunterricht ein groBer Erfahrungsbedarf.

s Wenig erforscht ist noch die Begriffsentwicklung beim Lernenden unter Ver-
wendung von CAS. Klar ist, daR ein bestimmter Anteil von ,hdndischer“ Er-
fahrung fiir die sinnvolle Nutzung von CAS unerl4Rlich ist, iiber den Umfang
derselben und iiber methodische Optimierung weiR man noch wenig. In der
Didaktik wird dies u.a. unter dem Begriffspaar ,white box - black box“ disku-
tiert. Ebenso unbeantwortet ist noch die Frage ,Wieviel Einblick miissen
Schiilerinnen und Schiiler (und auch Lehrerinnen und Lehrer) in den inter-
nen Aufbau und die Funktion von Hard- und Software haben?“ Dies greift iiber
den Mathematikunterricht hinaus auf das allgemeine Problem der informati-
onstechnischen Grundbildung.

s Fir die Praxis von entscheidender Bedeutung sind schlieRlich auch die duRe-
ren Bedingungen. Da die interaktive und eigentitige Nutzung der CAS durch
die Schiilerinnen und Schiiler als Grundvoraussetzung zur Wahrung der Chan-
cen unbestritten ist, ist die Ausstattung von Computerlabors und deren Ver-
fligbarkeit fiir alle Klassen von grofter Bedeutung. Auch die gegenwdrtig sehr
hohen Klassenfrequenzen und die hohe Unterrichtsbelastung von Lehrerin-
nen und Lehren im engeén Stundentakt wirken sich kontraproduktiv auf die
Realisierung der wiinschenswerten Verdnderungen aus.

Zum Abschluf skizzieren wir noch ein Unterrichtsbeispiel mit dem Einsatz von
DERIVE, an dem einige der oben diskutierten Méoglichkeiten exemplarisch ver-
deutlicht werden kodnnen. Leider gestattet die schriftliche Darstellung nur in An-



Derive Days Diisseldorf 1995 — Tagungsband Plenen, Schmidt Seite 18

siatzen die Wiedergabe der wichtigen Prozesse des Experimentierens, Entdeckens
und Erkennens.

Die Tennisballpyramide

Das Problem

Tennisbille werden in der Form eines gleichseitigen Dreiecks angeordnet, so dafk
sich darauf eine Pyramide aufbauen ldRt. Erste Experimente verdeutichen den
Aufbau der Pyramiden und die schnell wachsende Anzahl von bendtigten

Tennisbillen

Ahb L

Mit einer "Grundkante"” von 2 Tennisbdllen benétigt man insgesamt 4 Bille, mit
einer "Grundkante" von 3 Billen bereits 10, mit einer Grundkante von 4 Bédllen 20

usw.

Das Problem ist nun gestellt:

Wieviel Tennisbille benétigt man flir eine Pyramide mit einer Grundkante von 20
(50, n) Billen?

Experimentieren und Zihlen

Die Ergebnisse des Experimentierens halten wir ibersichtlich in einer Tabelle
fest:

Anzahl der Bille Gesamtzahl der
fir Grundkante  Balle fiir Pyramide
n f(n)

1 1
2 4
3 10
4 20
S 35

Die Zahl der Bille wichst von Stufe zu Stufe offenbar immer schneller. Eine
GesetzmARigkeit ist auf Anhieb nicht zu erkennen.
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Strategien miissen her

Experimentieren und Denken fiihrt zu verschiedenen Ansdtzen

Strategie A

Jede Pyramide entsteht aus der
vorhergehenden, indem man diese auf
ein neues Grunddreieck aufsetzt,

Mathematiker driicken dies mit einer
»Rekursionsformel“ aus f(n) = f(n-1) + (1 +2 + 3 + ... + n)

Strategie B
Wir entwickeln die Strategie zundchst fiir die Stufe 4:

In den Dreiecken der verschiedenen vier Ebenen benétigen wir jeweils eine
bestimmte Anzahl von Billen:

1.Ebene 4+3+2+1 Damit ergibt sich insgesamt
2.Ebene 3+2+1 ,
3.Ebene 2+1 g(4) = 1*4 + 2*3 + 3*2 + 4*1
4.Ebene 1

Fliir die Stufe S enthalten wir entsprechend

l1Ebene 5+4+3+2+1 Damit ergibt sich insgesamt
2.Ebene 4+3+2+1

3.Ebene 3+2+1 g(S) = 1*3 + 2*4 + 3*3 + 4*2 + 5*1
4 Ebene 2+1

S.Ebene 1

Die Verallgemeinerung fir die n-te Stufe fihrt zu der Formel:
g(n) = 1*n + 2*(n-1) + 3*(n-2) + ... (n-1)*2 + n*1}

Strategie C

In einer Tabelle tragen wir zu jeder Stufe i die Anzahl T(i) der Bille im untersten
Dreieck der Pyramide (Basisdreieck) und die Gesamtanzahl P(i) der Bille in der
Pyramide auf.

Stufe i Anzahl der Bille im Basis Anzahl der Bille in der
dreieck T(i) Pyramide P(i)

(o2} [¥,} BN [¥¥] [ 9]
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Bei genauem Hinsehen fallt uns elniges auf:

1. Der Zuwachs der Bille im Basisdreieck entspricht jeweils gerade der Stufenzahl
i, dh. T(2)=3=1+2, T(3)=6=3+3, T(4) = 10 = 6+4 usw. Dies fihrt zur

Rekursionsformel

T(i) = T(i-1) + i

2. Der Zuwachs der Bille in der Pyramide entspricht jeweils der Anzahl der Bille
im Basisdreieck. Dies entdeckten wir ja bereits bei Strategie A. Also

P(i}) = P(i-1 + T(i)

Umsetzung der Strategien mit DERIVE:

SRR Tennishall puranide”

2% "Strategie A"
3: Fn) := Ir{n = 1,1, Fn= 1) ¢

4.  VECTOR(In, F(M1, n, 1, 5)

11
2 4
s: |3 18
4 20
Ls 35
6:  F(58)
7. 22100

8. "Strategie B®

n
90 Gn) iz £ itn-i+1)

i=1
18: VECTOR([n, G(n)1, n, 1, 6)
L1 |
2 4
11 e
4 20 ;
3 35
L 6 56
12: G(188)
13: 171708

Weas

4

14:
15:
16:
17

18:

19:

28;

2L
22!

*Strategie C"

1¢i) := IFG
P(i) = IFGi

VECTOR(I, T03X), 4, 1, 10}

1

W O a3 0 WD s W

- 18

r 1
2

O W a3 N N a W

- 18
P(58)

22108

14
3
6
18
15
21
28
36
45
35 4

VECTOR(Li, P(i)1, i, 1, 18

1
4
18
28
35
36
84
120
165

228 J

=4, L, T4 -4+ 1)

=1, 1, P4 - 1) + T4
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Wege zur direkten Formel

Die aus den Strategien gewonnenen Rekursionsformeln liefern uns die praktische
Lésung unseres Problems. Fir die Denker und Knobelexperten stellt sich aller-
dings noch die herausfordernde Aufgabe, eine direkte (explizite) Formel zu fin-
den, die einem fiir jedes n die Anzahl der Bille in der Pyramide durch direktes Ein-
setzen liefert. (Ahnlich wie GauR dies fiir die Summe der ersten n natiirlichen
Zahlen gefunden hat). '

Auch hierfir gibt es sicher viele verschiedene Ideen und Wege. Einige davon
wollen wir etwas weiter verfolgen.

Funktionen und Graphen

Jeder Stufe n soll die Anzahl f(n) der Tennisbille zugeordnet werden. Eine solche
Zuordnung n -> f(n) ist eine Funkton.
27 “Hege zur Forwel®

Leider kennen wir den Funktionsterm f(n) nicht.
28: “"Plotten®

2
Aus den Tabellen Kkennen wir
allerdings eine Reihe von Paaren .
(nif(n)), die wir im Koordinatensystem :

als ,Punkte“ darstellen kodnnen.
Vielleicht fuhrt uns der Graph dann :
auch zu einem Funktionsterm? \ A _ ‘

Wir plotten eine der vorher erstellten y
Tabellen. ! !

Die Punkte liegen auf einer Kurve, die .
eine Parabel sein kOnnte. ‘ )

Es gilt, einen passenden Funktionsterm
f(x) zu finden.

1.Versuch: f(x) = ax2+bx+¢ ' ——
Durch Einsetzen der Punkte (010), (111) und (2!4) erhalten wir f(x) = x2-
Schon das Finsetzen des nidchsten Punktes (3/10) fuhrt zum Verwerfen dieses

Ansatzes.
2. Ansatz: f(x) = ax3 + bx?2 + cx

Einsetzen der Tabellenwerte (111), (214) und (3110) fihrt zu dem Gleichungssystem:
a+ b+c¢

1
8a + 4b+2c=4
27a+9b+ 3¢ =10

fon W

Die Losung dieses Systems berechnen wir mit DERIVE. Hierzu wihlen wir zwei
verschiedene Mobglichkeiten, die wir je nach den vorhandenen Vorkenntnissen
einsetzen kdnnen.



Derive Days Disseldorf 1995 — Tagungsband Plenen, Schmidt Seite 22

Am einfachsten ist es, wenn wir das Gleichungssystem in der Matrixschreibweise
Aex = b darstellen. Unsere Lbsung kénnen wir dann mit den Matrixoperationen

A-l und A-1*B direkt berechnen.

Etwas aufwendiger ist es, wenn wir das Gleichungssystem nach dem GauRschen
Dreiecksverfahren lésen.

41: “*Ls it ix"
29: ™Ansatz Parabel 3.Grades” e :l Hasrix
38: *GR{x)=ax*3+bx*2+cx"” —ﬁ—_
31! “inhomogenes (3-3)-Gleichungssyste 42: i :
32: “Losen wit Gauss-Alg." F
27 9 3
1 11 i
33,{“21 e
27 9 3 : 5 »
34: (1, 4, 18] . 43: %t 2 > ._1__
2 2
111 i
35! ROH_REDUCE“ 8 4 -2 ], [1, 4, 18 3 - ..2_. .L
L ]
27 9 3 3
. r 1 1 1
_ 1, — T R RS L
1 8 @ -6— 2 2 6
3 1
1 44; - — 2 i
36 e 1 8 _2_ 2 3 i, 4, 18]
B
1 e
{9 g 1 T 2 3 J
1 1 1
45: s, ey i
[5 2 3 ]
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Die Lésung des Gleichungssystems ¥
liefert uns das Polynom 3.Grades . : e

Dies wird nun aberpriift, indem wir /
nachsehen, ob unsere ,Punkte“ : Fi
(nlf(n)) der Tennisballpyramide auf : e

dem Graph von f liegen. /./’

38: GR(50) : "/
39: 22108 P

48: “Plotten in Streudiagramm” o

Der Umweg iiber Streudiagramm, Funktion und Graph zum Funktonsterm hat uns
schlieflich zur gesuchten Formel gebracht.

Die Anzahl der Bille fiir eine Pyramide der n-ten Stufe 148t sich nach der Formel

n*+3n° +2n

1,0 1
f(n)=--6-n +2n +3n oder f(n) 6

berechnen.

Eine iiberraschende Entdeckung am Pascaleschen Dreieck

Was hat das Pascalesche Dreieck mit unserer Tennisballpyramide zu tun? Ein
genaues Hinschauen offenbart Erstaunliches!

1 1
11 11
1 2 1 N1 2 1
1 3 3 1 1 3 3 1
i 4 6 4 1 M 6 4 1
1 5 1010 5 1 1 s 1010 5 1
1 6 1520 15 6 1 1 6 152015 6 1
1 7 21353521 7 1 1 7 21353521 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 .1 1 8 28 56 70 56 28 8 1

\

In der eingezeichneten Diagonalen stehen offensichtlich gerade unsere Tennis-
ballpyramidenzahlen f(n). Da wir das Pascalesche Dreieck beliebig weit schritt-
weise aufbauen konnen, erhalten wir somit auch unsere Zahlen fir beliebig
groRes n. Allerdings erhilt das Dreieck fiir f(50) schon erstaunliche AusmafRe.

Seite 23
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Auch hier hilft wieder mathematisches Grundwissen.

Die Zahlen im Pascal-
Dreieck sind ja die /O.Spalte

Binomialkoeffizienten
0.Zelle ——— (8) /l-Spalte

m " .
(k} (.0 Uber k), 1 Zeile ' ((1)) (1) 2.Spalte
wobei n die Zeile des 2.2eile —— (2) ( (2 / 3-Spalte
Dreiecks bezeichnet und k 0 1 / 4.Spalte
die ,schrdge“ Spalte. 3.Zeile — (g ) (3) (3) / P

1

Beispiel: 4 4

. 4.Zeile —(0) (1) (2) (3) (4)

(l) = 4 finden wir also in (g) (3?)
der 4.Zeile und in der (6)

1.Schragspalte.

Fir die Zahlen unserer Tennisballpyramide finden wir dann die Zuordnung:

[ n+2)\

f(n)=(n_1}t

49: "Pascalesches Dreieck™
98: COMB(n + 2, n - 1)

Wir kénnen diese Formel mit Binomialkoeffizient nun
auch leicht in die vorher gewonnene Formel 515 — it D+
uberfiihren. 6
92: “Expand®
Dazu benutzen wir die Definition der Binomial-
koeffizienten in DERIVE und erhalten ,,3 ,,2 n
53 —— ¢ [ J—
6 2 3

Von der Problemldésung zum Beweis

Uber ganz verschiedene Wege sind wir zu einer Formel fir f(n) gelangt. Von de-
ren Richtigkeit sind wir tiberzeugt, wir konnten sie auf vielfiltige Beweise besti-
tigen. Strengsten mathematischen Anspriichen geniigt dies allerdings nicht. Hier
wird ein Beweis verlangt. In diesem Fall bietet sich das Beweisverfahren der voll-
stdndigen Induktion an. Dies wird an dieser Stelle nicht ausgefihrt, ein geneti-
sches Vorgehen ist in [4] ausfiithrlich beschrieben.
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Ergdnzungen

Wir wollen zum AbschluR noch eine weitere Modglichkeit anbieten, die mit DERIVE
leicht zu realisieren ist. Mit der Funktion FIT 14Rt sich ein Ausgleichspolynom zu
vorgegebenen Punkten berechnen. Dies geschieht nach der Methode der Gaus-
schen Fehlerquadrate. Falls nun die Punkte exakt auf einem Polynom 3. Grades

liegen, so erhalten wir eben dieses Polynom. .

"flusgleichskurve®
I}
2 4
3 2
FIT [x. ax tbhx +c¢ x], 3 16
4 28
5 3
3 2
X b's X
—  cm— P —
6 2 3

Eine kritische Beobachtung soll nicht unterschlagen werden. Wir haben interes-
sante heuristische Zugidnge zur Losung des Tennisballproblems beschrieben, bei
denen viel nachgedacht werden durfte und verschiedene interessante mathemati-
sche Verfahren zum Einsatz kamen. Der Einsatz von DERIVE kanndiese Prozesse
unterstiitzen, insbesondere Realisieren der iterativen Ansidtze und durch Experi-
mentieren beim Suchen einer Formel. Das Werkzeug DERIVE ist aber so mdichtig,
daR diese Anstrengungen auch umgangen werden konnen. Die in Strategie B ge-
wonnene Summenformel liefert mit SIMPLIFY direkt den gesuchten Term!. Ebenso
kann man sich iiberlegen, daf die Pyramide ja aus Dreiecken aufgebaut ist, deren
Anzahl sich jeweils nach der Gauss-Formel fiir die Summe der ersten n natirli-
chen Zahlen berechnen l4Rt. Auch die daraus entstehende Summe h(n) liefert mit

SIMPLIFY direkt die Formel.

"Formeln fiir Strategien”
"Strategie & und C ohne Erfolg”
*Strategie B"
G(n)

ndntl)in+2)

6

*$trategie D"
H{n)

s R TR L

23: *Strategie D"

24!

Auch damit muR man im Unterricht umgehen lernen, manche Motivationen wer-
den anders verlaufen. Mit dem Apell an die paddagogische Phantasie sollen die

Konsequenzen offen bleiben.
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Anmerkungen

1) Seit 1985 beschiftigt sich eine Arbeitsgruppe im Auftrag des Kultusministeri-
ums Rheinland-Pfalz mit dem Einsatz des Computers als Werkzeug im Mathematik-
unterricht der Sekundarstufe II. In ersten Handreichungen [1] haben wir die
Einsatzbereiche des Computers im Mathematikunterricht ausfihrlich beschrieben
und diese nach den folgenden Aspekten gegliedert:

¢ Der Computer als programmierbare Rechenmaschine, mit dem sich mathema-ti-
sche Algorithmen mit hoher Geschwindigkeit und groRer Zuverldssigkeit aus-
fihren lassen

¢ Der Computer als Werkzeug zur Realisierung rekursiver und iterativer Ansatze

*» Der Computer als ,grafisches Werkzeug* zur Darstellung von geometrischen
Abbildungen, Diagrammen und Funktionsgraphen

¢ Der Computer als Werkzeug zur Simulation

¢ Der Computer als Werkzeug zur symbolischen Mampulanon

Die Materialien und Unterrichtsbeispiele in diesen beiden Handreichungen stiit-
zen sich im wesentlichen auf ,kurze Programme“ oder wenige selbstentwickelte
Fertigprogramme. Eine weitere Handreichung (2] widmete sich dem Problem der
Leistungsbeurteilung in einem Unterricht mit Computereinsatz. Seit drei Jahren
beschiftigen wir uns im Schwerpunkt mit dem Einsatz von DERIVE im Mathema-
tikunterricht, die ersten Materialien {3] sind 1995 verdéffentlicht.

Literatur:

1] Kultusministerium Rheinland-Pfalz (1988): Handreichung zum Lehrplan
Mathematik, Grund- und Leistungsfach in der Oberstufe des Gymnasiums
(Mainzer Studienstufe), Der Computer als Werkzeug im Mathematikunterricht,
Teile 1 und 2

[2] Ministerium fur Bildung und Kultur Rheinland-Pfalz (1992): Handreichung
zum Lehrplan Mathematik, Grund- und Leistungsfach in der Oberstufe des
Gymnasiums (Mainzer Studienstufe), Der Computer als Werkzeug im
Mathematikunterricht, Teil 3

[3] Ministerium fir Bildung,Wissenschaft und Weiterbildung Rheinland-Pfalz,
Landesmedienzentrum (1995): Materialien zum Mathematikunterricht mit
Computer und DERIVE

[4] G. Schmidt (1990): Heuristische Strategien im Mathematkunterricht - Eine
Unterrichtsskizze, in Finden,Erfinden,Lernen:zum Umgang mit Mathematik
unter heuristischem Aspekt/Martin Glatfeld (Hrsg.), Frankfurt Main 1990



	DDD: 


