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Josef Lechner
Ein Beispiel fiir ein Computeralgebra-Modul: der Integraph

Es sollen zwei Zitate zum Thema Computeralgebra-Systeme (CAS) und Module vorangestellt werden:

,CASe erlauben modulares Arbeiten: Man stellt Teile ciner Begriflsbildung, cines Losungsprozesses,
ete. als mogliches Objekt im CAS (z.B. als Funktionsausdruck, Term o.4.) dar und verwendet es in
andercen Zusammenhiingen, entwickelt das Objekt weiter, setzt verschiedene Objekte zusammen und
gelangt damit zu einer hdheren Stufe im Prozef} des mathcma.txschen Arbeitens® (R.KSuLer vgl. S...
in dieser Verdffentlichung).

,CASe férdern modulares Denken und Arbeiten. Anzustreben ist, dafi die Lernenden die Module auch
selber entwickeln und dabei zumindest grundsitzliche Kenntnisse des inneren Aufbaues erwerben. Bei
der Nutzung dieser Module steht aber dann das Wissen um Funktionalitdt, Wirksamkeit, Anwend-

barkeit usw. im Vordergrund.“ (H.HEuGL 1995, 5.248)

Es sollen im folgenden statt einer Prizisierung des Begriffes CA-Modul an einem - 2.T. im Unter-
richt erprobten - Beispiel drei Ideen herausgearbeitet werden: Erstens: Module stellen eine wesentliche
Komponente eines CA-unlerstilzlen, ezperimentellen Zuganges zur Mathemalik dar, sic kénnen hellen
Begriffe vorzubereiten und sollen zu einer Exaktifizierung hinfiihren. Zweitens kdnnen sie cine wesent-
liche Rolle im Rahmen eines anwendungsorientierien MUs spielen, bei dem der Schwerpunkt in der
Bildung geeigneter Modelle und Mathematisierungen liegt. Drittens: Werden solche Module geschickt
im Unterricht eingesetzt, so kénnen sie zu wachsen anfangen, eine Figendynamik entwickeln und eine

fruchtbare Weitereniwicklung erfahren.

Fiir eine Umsetzung im Unterricht ist es allerdings notwendig, dafl den Schillern! der Umgang mit
DERIVE hinreichend vertraut ist, wenngleich sich auch der Programmicraufwand fiir die vorgestellten
CA-Module durchaus in Grenzen hiilt, so dafl er auch Schiilern, die nicht cinschldgig ,informatisch
vorbelastet® sind, zuzumuten ist.

1 Awuftakt Spielereien mit dem Differenzenquotientendreieck

Speziell im Lehrplan der 10. Schulstufe? findet sich der Hinweis, dafl ,,die Schiiler beim Anwenden reel-
ler Funktionen in auﬁermathematzschcn Situationen mil den verschiedenen Anderungsmafen (absolute
Anderung, mittlere Anderung, relative Anderung) vertraut gemacht werden sollen®. Weiters ,sollen
verschiedene Modelle (diskrete, konlinuierliche) zur Beschreibung solcher Siluationen herangezogen
werden®. Zur besseren Illustration der Begriffe absolute und mittlere Anderung (auch absolute und
mittlere Anderungsrate) ist cs nun giinstig, ein kleines Modul zu entwickeln, das wir Differenzenquo-
tientendreieck (DQD) nennen wollen.

a) Ausgehend von anwendungsorienticrten Aufgabenstellungen sollen dic Begriffe absolute und mittlere

!Wenn im folgenden allg. von Schiilern dic Rede ist, sind natiirlich stets Schiilerinnen und Schiiler gemeint.
2Vgl. dazu: Lehrplan fiir 8sterrcichische Gymuasien/Realgymnasien, 6.Klasse, in der geltenden Fassung von 1989.
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Abbildung 1: Differenzenquotientendreiecke

Anderungrate thematisiert werden. Wir definieren dazu ein CA-Modul DQD(x,6x)3:

#1: "Modul 1.0: Differenzenquotientendreieck"

X F(x)

X + 8x F(x)

X + 8x F(x + 8x)
X F(x)

#2: DAD(x, 6x) :=

Das Modul selbst dient zum Zeichnen eines DQDs und stellt damit eine geometrische Entsprechung
zum formalen Ausdruck £ Tﬁ:x'_f: dar. Mit diesem kleinen Modul wird der Begriff des Differenzen-
quotienten (DQ) nun fiir den Schiiler aber besser zuginglich und bearbeitbar:

o Absolute und mittlere Anderung bekommen eine geometrische Bedeutung (absolute als Linge
der Kathete BC, mittlere als Steigung der Hypotenuse AC), siche Abb.1.a

o Der Schiiler kann das DQD rasch mit beliebiger Schrittweite an beliebiger Stelle der Funktion
zeichnen lassen, z.B3. mit DQD(2,0.5), Abb.1.b.

b) Mit Hilfe des VECTOR-Befehls 148t sich das DQD auch ,auf diec Reise* schicken. In der Abb.2.b
wurde als ,Reiseroute® fiir das DQD z.B. das Polynom y(z) = 23 — 922 4 24z — 18 gewihlt.

Beim Wandern des DQDs wird nun dic urspriingliche Kurve reproduziert, es entsteht aber zusiitzlich
cine neue Kurve, die in Abb.2.b nicht klar zutage tritt. Erst wenn die absoluten Anderungen (Gegen-
katheten im Dreieck vom Punkt (z/f(z)) aus geschen) herausgenommen und an der zugehdrigen Stelle
x aufgetragen werden, entsteht ein Streckendiagramm (2.c), aus dem durch Weglassen der Strecken

3Statt dem Symbol A wird in den DERIVE-Listings stets 6 verwendet
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Abbildung 2: Das wandernde Differenzenquotientendreicck

- SPIELEREIEN MIT DEM DIFFERENZENQUOTIENTENDREIECK

2.4

ein Punktgraph (2.d) entsteht. Die Punktc kénnen natiirlich belicbig fein gesetzt werden, wir kénnen
schliefllich ja das DQD beliebig fein verschieben. Wir beschrinken uns in der heuristischen Phase auf
cinfache, stetige Funktionen.

Im folgenden Listing sind die dazu in DERIVE notwendigen Funktionen zu schen:

#3:
#4:

#H5:

#6:

#7:
#8:
#9:
#10: DQF(x, a, b, éx) :=

#M1:

“Das Differenzenquotientendreieck geht auf die Reise"

VECTOR(DAD(x, 1), X, 1, 3, 0.1)

"pifferenzen”

DZ(x, 6x) [X 0 ]
X, 6x) :=
X F(X + &x) - F(x)

VECTOR(DZ(x, 1), x, 1, 3, 0.1)
"Punkte -> Differenzenquotientenfunktion"

DZP(x, 8x) := [x, F(x + 6x) - F(x)]

DaF(x, 1, 3, 0.1)

VECTOR(DZP(x, 6x), x, a, b, x)

Durch dieses Wandcrn und durch die Abstraktion aus dem DQD haben wir also eine neue FFunkti-
on bekommen, die bei konstanter Schrittweite die absolute Anderung der ursprdnglxchen Funktion
beschreibt: die Differenzenquoticntenfunktion (DQF).

¢) Haben wir bisher mit einer Schrittweite von Az = 1 experimentiert, so wollen wir uns nun der
Abhiéngigkeit von der Schrittweite zuwenden. Es soll beobachtet werden, wie sich die DQF dadurch
verdndert. Entwickelt man - in Analogie zu b) — die DQJF, so sieht man diese mit kleiner werdendem
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Abbildung 3: Wanderndes Differenzenquotientendreieck mit kleinerer Schrittweite

Az bald entschwinden (vgl. Abb.2 und 3). Je kleiner die Schrittweite Az wird, desto stirker nihert
sich die DQT" an die x-Achse an. Worin liegt die Ursache {iir diesen Fehlversuch?

Im DQD stecken zwei Informationen: die absolute Anderungsrate f(z + Az) — f(z) (geometrisch als
Kathete gegeniiber (z/f(z)) im Dreieck) und dic mittlere Anderungsrate M‘;}i@ (geometrisch
veranschaulicht als Steigung der Hypotenuse des Dreiecks). Withrend bei kleiner werdendem Az die
‘zweite Information — die mittlere Anderungsrate — crhalten bleibt, wird die erste msunbrauchbar®.
Betrachten wir die Sachlage noch genauer: absolute und mittlere Anderungsrate sind fir Az = 1
gleich, d.h. in diesem - und nur in diesem Fall - stellt die Gegenkathete ein MaB8 fiir die Steigung der
Hypotenuse und damit fiir die Anderung der betrachteten Funktion dar.

Um die erste Information — iiber die wir die DQF ecrhalten ~ weiter niitzen zu kénnen, wollen wir
nun zu einem Doppeldreieck iibergehen. Wir erhalten cs, indem wir zusitzlich zum Dreieck mit der
Schrittweite Az ein vergréfertes Dreicck mit ciner Schrittweite von Az = 1 zeichnen lassen. Auf
elementar-geometrischem Wege (Strahlensatz, siche Skizze 1, folgende Seite) kénnen wir dabei das
vergréfierte Dreieck gewinnen.

Wir haben damit also unser Ziel erreicht: auf der einen Scite kénnen wir die Schrittweite nun beliebig
klein werden lassen ohne auf der anderen die Information iber die Anderung der Funktion zu verlie-
ren. Weiters haben wir gesehen: aus dem wandernden DQD 148t sich eine Funktion ,ableiten®. Die
Schrittweite Az entpuppt sich dabei als ,,sensible” Grofe.

#12: "Modul 1.2: Differenzenquotientendreieck mit VergroéBerung (DaDV)"

X F(X)
x + 1 F(x)
| Fe(x + 6x) - F(X)

#13: DQDV(x, 6x) :

x+ 1 F(x)+
8x

X F(x) j
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d) Lokale Betrachtungsweise: Wir gehen an ciner Stelle zg mit Az — 0 (Abb.G).
#14: "Lokale Betrachtungsweise: gehen jetzt mit §x -> 0"
#15: VECTOR(DQDV(1, &x), 6x, 1, 0, -0.1)
#16: VECTOR(DZ(1, 8x), &x, 1, 0, -0.1)
#17: VECTOR(DZP(1, 6x), &%, 1, 0, -0.1)
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Abbildung 6: Lokale Anniherung

Man sicht hier bereits die Grenzen dieser Anniherung: Verwendet man als Schrittweite den Wert Az =
0, so licfert das System an Stelle cines Zahlenwertes cin Fragezeichen. Um dieses letzte Fragezeichen
zu iiberwinden, bedarf es also weiterer, anders gelagerter Methoden.

Es ist m.E. sehr heilsam, immer wieder an solche Grenzen zu stofien und diese auch im Unterricht ent-
sprechend deutlich zu machen. Diese Grenzen bergen viele didaktische Chancen in sich (Vermeidung
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von blindem Vertrauen in das CAS; Erkenntnis, daBl die Mathematik in viel mehr als dem ,Aus-
reizen® der Méglichkeiten eines CAS bestcht; die Ilerausforderung, sich mit dicsen Grenzen weiter

auseinanderzusetzen, u.v.a.m.)

Gehen wir zu einer globalen Betrachtungsweise iiber: Die DQI® nidhert sich immer stirker der Ablei-
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Abbildung 7: Globale Anniherung



Derive Days Disseldorf 1995 — Tagungsband Vortrige, Lechner Seite 125

2 DIE UMKEHRUNG - DER INTEGRATIVE ASPEKT

tungsfunktion. Auch hier tritt diese ‘letzte’ Grenze wieder in Erscheinung:
#19: "Globale Betrachtungsweise"

#20: VECTOR(VECTOR(DZP(x, &x), X, 1, 3, 0.1), 6x, 1, 0, -0.1)

L YL B Y. T -1 B4l 1 7.
IEREERE 1.1 3.51 1.1 3.91 1.1 7.27 1.1 7
1.2 2.32 | | 1.2 2.67 1.2 3.04 1.2 6.19 1.2 2
1.3 157 | | 1.3 1.89 1.3 2.23 1.3 5.17 1.3 2
1.4 0.88 | |“1.4 1.17 1.4 1.48 1.4 4.21 1.4 2
1.5 0.25 | :| 1.5 0.51 1.5 0.79 1.5 3.31 1.5 2
1.6 -0.32 1:6 -0.09 1.6 0.16 1.6 2.47 1.6 7
1.7 -0.83 | |.1.7 -0.63 1.7 -0.41 1.7 1.69 1.7 2
1.8 -1.28 | | 1.8 -1.11 1.8 -0.92 1.8 0.97 | | 1.8 2
1.9 -1.67 1.9 -1.53 1.9 -1.37 1.9 0.31 1.9 2
w21 2 -2 |, | 2 -89, | 2 -7, 2 -0.29(,| 2 7
2.1 -2.27 2.1 -2.19 2.1 -2.09 2.1 -0.83 2.1 2
2.2 -2.48 | | 2.2 -2.43 2.2 -2.36 2.2 -1.31 2.2 7
2.3 -2.63 2.3 -2.61 2.3 -2.57 2.3 -1.73 2.3 2
| 2.4 -2.72 2.4 -2.73 2.4 -2.72 2.4 -2.09 2.4 2
25 2.7 2.5 -2.79 2.5 -2.81 2.5 -2.39 2.5 7
|l 2.6 272 | | 2.6 -2.79 | | 2.6 -2.8 2.6 -2.63 | | 2.6 2
| 2.7 -2.63 2.7 -2.73 2.7 -2.81 2.7 -2.81 2.7 7
2.8 -2.48 2.8 -2.61 2.8 -2.72 2.8 -2.93 2.8 7|
2.9 -2.27 2.9 -2.43 2.9 -2.57 2.9 -2.99 2.9 7 1
3 -2 1 L3 .29l 3 -2.36 L 3 .2.99 3 7.

Die Annidherung endet also in ‘letzten’ I'ragezeichen. Wir werden auf natiirliche Art und Weise zur Not-
wendigkeit einer Prizisierung bzw. Exaktifizierung cines heuristischen Konzeptes hingeliihrt. Dabei ist
aber m.E. das vorgestellte heuristische Konzept ein didaktisch zulissiges, da es korrekte Vorstellungen
vermittelt und auch den richtigen Weg zu einer nachfolgenden exakten Begriffsbildung anzeigt.

2 Die Umkehrung — der integrative Aspekt, eine heuristische Vor-
bereitung des Fragenkomplexes Integration

a) Nehmen wir an, die Ausgangsfunktion von Teil 1 sei aus irgendeinem Grunde verlorengegangen, aber
wir wissen wie sich diese Funktion an jeder Stelle &ndert. D.h. wir kennen nun die Anderungsfunktion
und wollen versuchen, mit der gleichen Methode wieder den Verlauf der urspriinglichen Funktion auf-
zubauen. Dazu zeichnen wir nun (kleine) Steigungsdreiecke (jetzt sind es wirklich Steigungsdreiecke!)
und hingen sie aneinander. Dies sieht dann folgendermaBen aus (Abb.8):
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Abbildung 8: Aus (kleinen) Steigungsdreiecken entsteht die urspriingliche FFunktion

Das zugehorige Listing: .

#1:

#2:

#3:

#ht

#5:

#6:

#7:

#8:

wir 'basteln' mit (kleinen) Steigungsdreiecken den urspriinglichen Graphen"
nGeg.: die lokale Anderungrate einer gesuchten Funktion y(x)"

HEs sei z.B. r(Xx) := 3-(x - 2):(x - &) mit y(1) = -2
R(X) := 3:(x - 2)'(x - 4)

nsteigungsdreieck im Punkt P(x/y) mit einer Schrittweite &x*

X Y

P x + &x Yy
STD(x, Yy, &x) :=
Oy X + 8§x y + R(X):6x

Seite 126

Nun werden die Steigungsdreiecke aneirandergehingt :

X Y
"Ein Beispiel:"
-1 -2 9
1
—_— -2
1, -2, 0.1 oy
sTD(1, - ) =
{ Gkl 1 11
10 10
Ly -2
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Abbildung 9: Vergleich zw. der rekonstruicrten und der tatsichlichen Funktion (A2 = 0,1

b) Die Steigungsdreiecke werden also derart ancinandergehingt, daB am Ort des ‘oberen’ Eckpunktes
das nichste Dreieck ansetzt. L3t man nun die Dreiecke weg und beschrénkt sich nur aufl die verwen-
deten Punkte, so erhiilt man einen Graphen,der dem urspriinglichen Graphen zumindest dhnlich sicht.
Das neue Modul, mit dem wir dies crrcichen, wollen wir Integraph nennen:

#13: INTEGRAPH(x0, y0, &x, n) := ITERATES([x + 8x, y + R(x)-8x1, [x, yl, {x0, y01, n)

#14: INTEGRAPH(1, -2, 0.1, 5)

1 -2

1.1 -141

1.2 0.317
#15:

1.3  0.355

1.4 0.922

1.5  1.39

Ist die Anderungsrate r (der ,Zuwachs® ) ciner Grofe y bekannt, so 1dBt sich mit dem Modul der
ungefihre Verlauf von y ermitteln. Die Funktion r(x) steucrt dabei den ,Zeichenstift® des Integraphen.
Gleichzeitig haben wir damit das BuLkr-Caucny-Verfahren implementiert.

Geht es nicht besser? Vergleichen wir den mit dieser Methode erhaltenen Graphen mit dem urspriing-
lichen Graphen genauer, so zeigt sich, dafl dieses erste Ergebnis durchaus verbesserungsbediirftig ist.
Eine Verbesserung liBt sich natiirlich mit einer Verkleinerung der Schrittweite Az erzielen, was aber
den Rechenaufwand drastisch erhoht .

Zur Syntax des im folgenden hiufig verwendeten ITERATES-Befehls: ITERATES wird mit vier Parametern aulgerufen:
1. zu itericrende(r) Term(e), 2.,Laulvariable(n)®, 3.Startwert(c), 4.Anzall der Iterationsschritie
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Abbildung 10: Steigungsdreiecke mit der Steigung am Intervallbeginn (an der Stelle ) und am Inter-
vallende (z + Az) .

¢) Verwenden wir als Stcigung fiir das Steigungsdreieck im Intervall [z, z + Az] nicht dic Steigung an
der Stelle x, also r(x), sondern dic Steigung an der rechtien Intervallgrenze z + Az so erhalten wir eine

veridnderte Kurve (siche Abb.10).
Es bicten sich — wieder aul ganz clementar-geometrischen Wege — zwei Moglichkeiten an, zu cinem

Mittelwert zu gelangen:
«) wir nehmen den Mittelwert der beiden Steigungen an den Intervallgrenzen,

IP
Y + r(x+ax) A%
/
(R4-aX%) // £ XY + ¥ (X+0X)
i Adag ) SSEOE P 08 Los TR0

> ycx)+ ri{x)-ax

X
—D

X X+ A%
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Abbildung 11: Hier wurde zur Integration der Mittelwert der Steigungen an den Intervallgrenzen

verwendet

B) wir nehmen die Steigung in der Mitte des Intervalles.

N
I

Y (x+ ax)

L

—

e

%/(X]-f r(x+ e%‘),-ax

Ax

o

Py LR —

2

LA BTN

Beide Varianten bringen uns dem Zicl ein grofies Stiick niher und bringen i.w. gleich gute Ergebnisse.
Beide Methoden lassen sich sehr leicht in unseren Integraphen einbauen, und wir crhalten damit eine
DERIVE-Implementation des sogenannten Halbschrittverfahrens:

#29: INTEGRAPH_IE1(x0, Y0, éx, n)

#30: INTEGRAPH_IE2(x0, Y0, 6x, n) :

(B

u

(R(X) + R(x + 8X)):6x
2

ITERATES[[x + 6x, y + ], [x, yl, [x0, y0), n]

!TERATES[[X +Ex, y+ R[x +

6: ]-Sx], [x, yl, [x0, y0], n]
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3 WODURCH WIRD DER ZEICHENSTIFT GESTEULERI?

3 Wodurch wird der Zeichenstift gesteuert? Wovon kann die
Anderungsrate abhingen?
a) Durch Betrachtung einer universelleren Anderungsrate r = r(x,y) und durch die Verbesserung

des numerischen Verfahrens wird aus dem Integraphen cin brauchbares Werkzeug zur Bearbeitung
verschicdenster Modelle, insbesondere von Wachstumsprozessen.

#1: “Ein Verallgemeinerung r = r{x,y)"
#2: VWINTEGRAPH flr verschiedene Zwecke"

#3: R(x, y) :=

#4,: INTEGRAPH(xXO0, y0, éx, n) := ITERATES(IX + &x, y + R(x, y¥)‘6x1, [x, yl, [x0, yO0)

Beispiel 2.1: Stellen wir die Ergebnisse gegeniiber, die nns der Integraph licfert, wenn wir fir r =
7(z) = 2 und r = r(y) = y setzen:

COHHAND ] ‘-?mm Centpr Delets lelp Hove Qpitlone IMlot Guit flanye Zcale Transler
Hindou ades Loan

ntep aptlon
Ern-li x?a wis, 23 Soxle HIO.S Wil Beplwe Z0=plon

Abbildung 12: Integraph mit 7 = r(z) = = und 7(y) = y, Startwert y(0) = 1
Die Vermutung, daB r(y) = y aufl die Exponentialfunktion y(z) = e baw. allgemciner r(y) = & -y auf
y(z) = y(0)e*= fithrt, stellt sich als zutreffend heraus: Was steckt dahinter?

Da r(y) die lokale Anderungsrate der Grofle y ist, wir kénnen wir auch schreiben:
$ - )

y'(z) = k-y(z) (keR)
MO
y(z)

y'(x) /
' doe = fecla:
y(x)
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Inly(z)] = k-xz+4¢
ly(z)l = eb=te
(dackst® > 0 VYzeR -
und y(0) = e ergibt sich:
yz) = y(0)-

Der Integraph macht cs frcilich ctwas anders, nimlich in diskreten Schritten:

y(z + Asz .G N - y(z)

Wz +Az) = y(a)- (1+kae- O2)
y(Bz) = y(0)(1+kas - Aa) |
y(2-Az) = y(Az+ Az)=y(Az) - (1+ kaz - Az)
y(0)- (1 + kar - Az)?

y(n-Az) = y(0)-(1+kas - As)"

Im Tall von Beispiel 2.1 erreicht y also nach n Schritten der Grofie Az = 0,1 mit kar = 1 den Wert
y(n-0,1) = y(0) - (1 + 0.1)", also z.B. y(2) = 1.1%° ~ 6, 7275, wiihrend sich im kontinuierlichen Fall
y(2) = e? ~ 7,3891 ergibt. Diese Art von Approximation ist also durchaus verbesserungsbediirftig.

Um den Unterschied zwischen r = r(2) = @ und r = »(y) = y noch besser deutlich werden zu lassen,

kénnen wir auch die entsprechenden Richtungsfelder zeichnen lassen.

Tt Sy .55?

NNzl WX//M//

NN AR - / /'/ i
NS
NN e S 4 /// /f;//
NSRS // ) //
NN
WARNNSIZEE2227270 ) 77 7, 0
NNNSSSSSES2 2N LT YT
m'\\“&\i::ffiﬁ?/f ey 0
WWNSSE222 000 64 7.7/ 1.1 7
NN S TVl A8
WSSk 22 222057
WNANSSpe 777 | 42t 22222
NSNS e sl s o
}\\L}H '\"l: \: F?\\": u*ij;ﬁ’;?ﬁ - -.._---M
?;:;;HE;EE&E‘?“" ns'nl f::tltt Ileijou:n:}:lt;u::hFlul I:I:l.l: -I':a it S::::U:n;:::::t

Abbildung 13: Richtungsfelder fir r = r(z) =z und r = r(y) =

Interpretieren wir y als Bestand einer Gréfe zur Zeit ¢, so erweist sich der Integraph als niitzliches
Werkzeug zur -Behandlung ciner geradezu abentcuerlichen Fiille von Beispiclen und Modellen. Ein
Auswahl sei hier skizziert:
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o Lincares (additives) Wachstum
r=r(t,y)=k

¢ Speichermodell
r=r(l,y)= f(1) (1(t) ist dabei eine bel.zeitabh.Funktion)

o Exponentielles Wachstum/Zerfall
r=r(t,y)=k -y

e Speicher mit exponentielles Zerfall
r=r(ty)=[f(t)-k-y

* Zeitabhingiges exponentielles Wachstum/Zerfall
r=r(l,y)=f(t)-y

e Aufbau und Abbau / Geburt und Tod
r=r(t,y)=(f(t)-9(t)y

o Begrenztes Wachstum
r=1(ty) =k (G-y)

o Zeitabhiingiges begrenztes Wachstum
r=r(t,y)=f(1)-(G-y)

¢ Logistisches Wachstum
r=r(t,y)=k-y-(G-y)

e Logistisches Wachstum mit konstanter Ernte
r=rLy)=k-y-(G-y)—e

o Logistisches Wachstum mit zeitabhingiger Ernte
r=r(ty)=k-y-(G-y)-f(t)

o Logistisches Wachstum mit bestandsabhingiger Srnte
r=r(t,y)=k -y (G-y)—c-y

o Hyperbolisches (liberexponentielles, explosives) Wachstum
r=r(t,y)=k-y?

o Dichteabhingiges Wachstum

r=r(t,y)=k-y-(1—;—_¥_—;)—e.y

b) Wenngleich der cinfache Integraph bei den bisherigen Beispiclen dieses “Teils qualitativ auch ganz
gute Ergebnisse geliefert hat, so zeigte doch etwa dic Gegeniiberstellung bei Beisp.2.1 die Grenzen
dieses Verfahrens auf. Wir wollen nun wieder darangehen (&hnlich wic in 2.c) durch geometrische
Uberlegungen zu einer Verbesserung des Integraphen zu gelangen.
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Dic bisher verwendete Variante unseres Moduls — dic cine Implementation des EULER-CAUCHY-
Verfahrens darstellt — wollen wir INTEGRAPH_EC nennen:

#11: “Euler - Cauchy - Verfahren"

#12: INTEGRAPH_EC(x0, y0, 6x, n) := ITERATES((x + 8x, y + R(X, y)'éx1, [x, vI, [x0, y01, n)

Ausgehend vom der in 2.c vorgestellten Variante (anstelle der Anderungsrate am Intervallbeginn wird
die Anderungsrate in der Intervallmitte verwendet) soll fiir den Tall r=r(x,y) cin analoges Halb-
schrittverfahren hergeleitet und anschlicBend implementiert (Abb. 14.b) werden: Wir berechnen dazu
zuerst in einem Halbschritt cinen Niherungswert ¥, von y in der Intervallmitte. Dazu verwenden

b)
o) ?)’
b4 rexy) = y(x)+ ¥ y) ax
y(x-rox)
YO+ r(x+ ) ax Yoy r(x42F,y, ). ax
YO+ r(x)-ax Y("),/::f’/
-E—'/ /"/""' T m
X x
X X+8%  X+ax = X X+4%X X+ax o
2 2

Abbildung 14: Halbschrittverfahren bei r = r(z) und r = r(z,y)

wir dic Anderungsrate im Startpunkt (z,y(z)). Auf diesc Art und Weise crhalten wir cinen Stiitz-
punkt (2 + %ﬂ/ym). Mit der Anderungsrate in diesem Stiitzpunkt gehen wir schliefilich einen ganzen
Schritt weiter. Das folgende Listing zcigt die Implementation dieses numerisch verbesserten Verfahrens
INTEGRAPH_IE (Improved-Euler-Cauchy-Verfahren, Halbschrittverfahren).

#13: vHalbschrittverfahren, Improved Euler-Cauchy"

é R(x, y)'éx
#14: INTEGRAPH_IE(X0, Y0, §x, n) := nsmes[[x +6x, y+ R[x — Lyt —--——]-sx], tx, yl, (x0, y01, n]

2 2
Wenn das Halbschrittverfahren auch in der Regel gute bis sehr gute Ergebnisse licfert, so 148t es sich
durchaus noch weiter verbessern: eine weitere Verbesserung stellt hier das RuNGE-KuTTA-Verfahren
dar, das zur Berechnung des niichsten Schrittes cinen gewichteten arithmetischen Mittelwert aus vier
Anderungsraten verwendet. Die erste Anderungsrate ry ist die Anderungsrate beim Startpunkt 7| =
r(z,y). Mit dic And(.run[.,bml,c 7y wird genauso wie beim Halbschrittverfahren cin Stiitzpunkt in der
Intervallmitte berechnet. Dic Anderungsrate in diesem Stiitzpunkt nennen wir 5. Mit Hilfe von ro wird
in gleicher Art und Weise vom Startpunkt aus cin zweiter Stiitzpunkt berechnet, die Anderungsrate
in diesem Punkt ist dann 3. SchlieBlich wird noch cin dritter Stiitzpunkt dadurch ermittelt, dafl mit
r3 ein ganzer Schritt durchgefiihrt wird. Fiir dic Berechnung des neuen Punktes wird schlieflich der

Mittelwert
T4+2:13+2: 1347y

6
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herangezogen. Hier ist cin giinstiger Anla, im Unterricht die Qualitit verschiedener numerischer

#15: “Runge-Kutta-Verfahren"

.

#16: RK1(x, y, 8x) := R(x, y):6x
X RK1(x, y)
#17: RK2(x, y, 6X) i= R[x + Sy ]
2 2
#18: RK3 5x) R[ 5 LI 2 ] 5x
: R + Y .= + P .
(x, Y X X 2 Yy >

#19: RK4(X, Yy, 8X) := R(x + &x, y + RK3(x, y¥)) éx

#20: INTEGRAPH_RK(x0, Y0, §x, n) :=

RK1(x, y, éx) + 2°RK2(x, y, éx) +2RK3(x, y, &x) + RK&(x, y, &x)

A .], {x, yl, [(x0, y0), n]

lTERATES[[x +ox, Y+

Verfahren cinzugehen. Wie lassen sich die verwendeten Verfahren vergleichen, was kann als Qualitiits-
kriterium herangezogen werden? (Rechenzeit, Genauigkeit etc.)

4 Mehrdimensionale Wachstumsprozesse Systemdynamik

Es soll nun darangegangen werden, den in Teil 2 und 3 verwendeten und bereits verbesserten
Integraphen noch weiter anszubauen, um damit cin Werkzeug bereitzustellen, mit dem auch Aul-
gabenstellungen aus der Systemdynamik behandelt werden kénnen.

a) Um nun Systeme von Differenzengleichungen zu bearbeiten und numerischen bzw. graphischen
Lésung zu gelangen, kénnen wir schr einfach die Implementation der Integraphen crweitern:

#1: "Integraphen fur Systeme von Differenzengleichungen®
#2: [INTEGRAPH_20(t0, x0, y0, &t, n) :=
ITERATES( ([t + &t, x + RI(x, y):&t, y. + R2(x, y)-§t), [t, x, yI, (t0, x0, y01, n)

#3: INTEGRAPH_3D(t0, x0, y0, 20, &t, n) :=

ITERATES([t + §t, x + R1(x, Yy, z)'&t, y + R2(x, y, 2z)'8t, z + R3(x, vy, D)1, (t, x, y, 2], (0, x0, yO, 201, n:

Beispicl 4.1: Ein Rauber-Beute-Modell®; Ein Biotop wird von Katzen und Miusen bevélkert.

a) Grundmodell: -
Dic Zahl der Miusc ist bestimmt durch ihren natiirlichen Zuwachs von jihrlich 18% und ihre Abnah-
me durch ihre Feinde, die Katzen. Diese Abnahme ist proportional zur Anzahl der Katzen und zur

5Dieses Beispiel wurde im Ralmen der schriftlicken Maturapriifung 1994 vom Verf. neben anderen Aulgaben in einer
Klassc gestellt, in der DERIVE stindig (Schul-,Hausiibungen,Priifungsarbeiten) zur Verfiigung stand. Dabet waren alle
Ergebnisse und richttrivialen Zwischenergebnisse nicderzuschreiben und alle mit DERIVE ausgefithrten Umlormungen
so ausfithrlich zu beschreiben, daB diese cinwandfrei nachvolizogen werden konnten,
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Anzahl der Miuse (Proportionalititsfaktior b=0.005). Der Zuwachs der Katzen ist proportional zur
Zahl der M#use und zur Zahl der Katzen (Proportionalititsfaktor d=0.0001). Die natiirliche jihrliche
Abnahme betrage 15%. Anfangs gibt es 1500 Miuse und 25 Katzen im betrachteten Biotop.

Stelle die entstrechenden Differenzengleichungen aul und untersuche die Langzeitentwicklung der
Méiuse- und Katzenpopulation. Fiihre mittels Derive eine Simulation durch (mind. 50 Schritte). Be-
schreibe die Entwicklung beider Populationenen. .

B) Verbessertes Modell:

Da jede Katze cin bestimmtes Revier beansprucht, kdnnen im Biotop maximal 120 Katzen leben.
Daher ist der Zuwachs der Katzen proportional zur Zahl der Miuse und zum vorhandenen Wachs-
tumspotential,

Schreibe wieder die entsprechenden Differenzengleichungen an und fithre wie oben eine Simulation
aus. Beschreibe wieder die Langzeitentwicklungen beider Populationen.

Stellt sich ein Gleichgewicht ein? Wenn ja, berechne es und erklire, warum es sich cinstellt.

7) Gib cine Darstellung der Populationsentwicklungen des Grund- und des verbesserten Modelis in
einem Phasendiagramm. (Abszisse: Miusepopulation, Ordinate: Katzenpopulation).

Was bedeuten im Phasendiagramm geschlossene Kurven, wic sind spiralférmige nach innen laufende
Gebilde, wie nach auflien laufende Spiralen zu interpreticren?

Ausfiithrung mittels Integraph_2D%:

ad a) Grundmodell:

geg.: To = 1500/y0 = 25/a = 0,18/b = 0,005/c = 0,15/d = 0,0001
Iterationsgleichungen:

Zahl der Beutetiere 41 = Ty 4 T1{(Zn, Yn) = Tn A+ @ - Ty — b - Ty - Yn
Zahl der Riuber  Yngp) = Yn +72(Tny¥n) = Zn—C - Y+ d Tn - Yn
Dend

Simulation”: .’

#4: VRiuberpopulation mit einer Beutepopulation - Grundmodell”
#5: [R1(x, y) := 0.18:x - 0.005:x'y, R2(x, y) := - 0.15'y + 0.0001-x'y}
#6: INTEGRAPH_20(0, 1500, 25, 1, 80)

ZWEISPALTEN(m, s1, s2) := [m‘ , m ]
#r: s1 s2

STatsiichlich wurde von den cin ,Vorlaufer® des INTEGRAPHen in Form cines Ulilty-Files verwendet, Dieses Utility-File
wurde von Schiilern und Lehrer gemecinsam bei der Bearbeitung des Kapitels Systemdynamik im Unterricht entwickelt,
siche DERIVE-Newsletters #17,5.23. '

TAuf die Wiedergabe des bei der Simulation (nach Simplify von #10 anfallenden ,Zahlenberges* wurde hicer ver-
sichtet. Die Hillsfunktion Zweispalten(m,s1,s2), dient zur Fxtraktion zweier Spalten, um zu plotbaren Tabellen zu
komimen,
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- Miuse- und Katzenpopulation schwanken mit steigender Amplitude®;

- dic Maxima der Katzenpopulation sind gegeniiber den Maximas der Md.uscpopulauou verschoben,

sie ,,hinken nach*;
- die ,,Wellenlinge® liegt: bei ca. 410 Zeitschritten.

ad B) Verbessertes Modell:
Iterationsgleichungen:

Zahl der Beutetiere Tpgy = 2n + 1 (TnyYn) = Tn + @ T — b 2y - Y
Zahl der Riuber ynp1 = Un + 72(Tns¥n) = Tn —C Yn +d 25 - (9 — Yn)

Simulation:

#8: “Riuberpopulation mit ciner Beutepopulation - verbessertes Modell®

#9: [R1(x, y) := 0.18:x - 0.005:xy, R2(x, y) := - 0.15-y + 0.0001-x-(120 - y)]

#10: INTEGRAPH_20(¢0, 1500, 25, 1, 80)

8 Als numerisches Verlahren wurde lediglich das EULER-CAucHY-Verfahren verwendet, was insbesondere bei a) als
problematisch anzuschen ist. Is muB aber angemerkt werden, dall dee Sinn dieses Beispicls hauptsiichlich im Modellbilden

lag.
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- es stellt sich nach ca. 40 Schritten cin Gleichgewichtszustand ein;
- die Miusepopulation sinkt anfangs stark, die Katzenpopulation nimmt leicht zu.

Berechnung des Gleichgewichtszustandes (Fixpunktes):

Das Gleichgewicht ist dann erreicht, wenn

Tppt —2Zn=0=>a -2, —b -2,y =0=27= 7 =30

Yngl = Yn =0=> —C-Yn+d-Tn-(g— o) =0=>7 = 643

Im Biotop herrscht dann cin Katzen-Miuse-Gleichgewicht, wenn es von ca. 36 Katzen und 643 Miuse
bevélkert wird. '
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ad v) Phasendiagramm:
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Im Phasendiagramm bedcuten:
- geschlossene Kurven: periodische Schwankungen

- spiralférmig nach innen laufende Kurven: Entwicklung zum Gleichgewicht
- spiralférmig nich aufien laufende Kurven: Entwicklung zur Instabilitit
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